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CHAPITRE 1: PRELIMINAIRES

1.1 But et objectif généraux de la ressource

Le but général de cette ressource est de contribuer a une élaboration des outils
mathématiques théoriques, susceptibles de permettre a I’éléve d’investir les
situations et les notions reliées au concept "similitude plane”, par la traduction (ou
la représentation qui rend le plus compte de ce concept) dans le cadre algébrique de
la définition géométrique de ce concept, de ses caractéristiques, de ses propriétes et
de ses effets sur ces destinataires et par I’interprétation sur ces points, dans le cadre
géomeétrique, de cette traduction complexe ou algébrique.

La définition géomeétrique d’une similitude plane renvoie a notre sens une
propriété caractéristique qui rend comte de ce concept, qui conditionne la relation
entre un point M et son image M’ et qui permet la mise en évidence des roles
respectifs et articulés, des effets et de I’importance de ses éléments caractéristiques,
de leurs propriétés, des propriétés de la similitude directe et de ses effets sur ses
destinataires, a partir de cette définition.

La définition complexe d’une similitude plane renvoie a notre sens a la
traduction complexe ou la représentation dans le cadre algebrique qui rend le plus
compte de cette définition, de sa définition géométrique.

Cette représentation algébrique préserve les caractéristiques, les propriétés des
éléments caractéristiques et de la similitude, leurs articulations et de leurs effets sur
les objets mathématiques représentés ou convoqués. Dans cette représentation
algébrique, I’affixe z’ du point M’ image du point M par cette similitude, peut étre
exprimée en fonction de z (traduction complexe de la relation entre le point M et
son image M’ par cette similitude), pour déterminer ce que nous appelons I’écriture
complexe de cette similitude.

Les fonctions respectives des éléments caracteristiques d’une similitude plane
dans sa définition geométrique seront également traduites dans le cadre algébrique a
I’occasion de la traduction complexe d’une similitude plane.

Cette écriture complexe qui a est notre sens, la représentation algébrigue (ou
complexe) qui rend le plus compte du concept " similitude plane™ dans le cadre
algébrique est également appréhendée comme une traduction de la représentation
analytique, et que nous appelons définition analytique d’une similitude plane.

L’objectif général de cette ressource est de permettre a I’éléve d’appréhender la
traduction complexe d’élément(s) caractéristique(s) d’une similitude plane, de sa
définition geométrique, du réle de ces éléments dans cette definition géométrique et
d’étre capable de d’identifier et de restituer ces éléments caractéristiques dans le



cadre géométrique, leurs rdles respectifs et articulés et la définition géométrique de
la similitude plane, a partir de son écriture complexe.

Les isométries affines du plan et les homothéties sont les transformations a
partir desquelles I’éléve devra étre capable d’identifier une similitude de rapport k
(k>0), de déterminer ses élements caractéristiques et ses définitions geometrique,
complexe ou analytique. Notre texte comporte trois parties essentielles.

Dans la premiere partie, nous donnons a travers quelques reperes historiques,
un apercu de la genése historique du concept "similitude™ a travers une évocation
des travaux de leurs auteurs.

Nous parlerons ensuite du public cible, des objectifs pédagogiques spécifiques
de notre ressource, de la place de la ressource dans le programme de terminale C, de
la répartition horaire et enfin du déroulement prévu des activités de la ressource.

Les deux dernieres parties sont respectivement consacrees a |I’étude des
similitudes directes et des similitudes indirectes.

Pour toute la suite, on se place dans un repére orthonormé direct (O, 01, 0j).
(On considere que les vecteurs 01 et 0] sont unitaires, orthogonaux et qu’ils forment

dans cet ordre, un angle orienté de mesure principale + %).

1.2 Objectifs pédagogiques spécifiques de la ressource

A la fin de ce cours :

= Objectif pédagogique spécifique 1

L’eleve doit étre capable de produire I’écriture complexe d’une similitude
définie géométriquement par la donnée de ses éléments caractéristiques.
= Objectif pédagogique spécifique 2

L’¢eleve doit étre capable de produire I’écriture complexe d’une similitude
définie géométriquement a partir d’une configuration plane (de points et de leurs
images respectives).
= Objectif pédagogique spécifique 3

L’eleve doit étre capable de produire I’écriture complexe d’une similitude
définie géométriqguement comme composée d’une isométrie plane et d’une

homothétie.



= Objectif pédagogique spécifique 4

L’ éleve doit étre capable de produire I’interprétation complexe des éléments
caractéristiques d’une similitude plane définie géométriqguement.
= Objectif pédagogique spécifique 5

L’éleve doit étre capable de reconnaitre une similitude plane a partir de son
écriture complexe.
= Objectif pédagogique spécifique 6

L’eleve doit étre capable de déterminer les éléments caractéristiques d’une
similitude plane identifiée, a partir de son écriture complexe.
= Objectif pédagogique spécifique 7

L’éleve doit étre capable de produire la forme réduite éventuelle d’une
similitude plane identifiée, a partir de son écriture complexe.
= Objectif pédagogique spécifique 8

L’eleve doit étre capable de produire I’expression analytique d’une similitude
plane identifiée, a partir de son écriture complexe.
= Objectif pédagogique spécifique 9

L’éleve doit étre capable de produire I’écriture complexe d’une composée de
deux similitudes planes définies géométriguement par I’usage de I’outil de la
traduction complexe.

= Objectif pédagogique spécifique 10

L’eleve doit étre capable d’interpréter a I’aide de la traduction complexe, les
relations entre les points d’une figure geometrique (une configuration plane) en
termes d’effets de similitudes planes

= Objectif pédagogique spécifique 11

L’ eleve doit étre capable de déterminer le lieu géométrique du point variable
M du plan, dont I’affixe z satisfait une condition en lien avec le(s) module(s) de
nombre(s) complexe(s) du type az + b ou az + b ou I’argument.



=  Objectif pédagogique spécifique 12

L’ éleve doit étre capable de déterminer le lieu géométrique du point variable

M du plan, dont I’affixe z satisfait une condition remplie par I’affixe z’ du point M’,
I z —b

. , —b
en lien avec le module et I’argument du nombre complexe du type ZT ou

1.3 Relations avec les autres parties du programme

L’enseignement de la traduction complexe des similitudes planes convoque
les notions de géométrie affine telles que les points, les vecteurs, les distances, les
angles orientés, les homothéties, les isométries du plan, les nombres complexes et
géomeétrie et I’introduction géomeétrique des similitudes planes.

1.4 Historique et motivations

1.4.1 Historique

Les similitudes planes que nous étudions commencent avec EULER dans son
traité publié en Octobre 1791 et intitulé De centro similitudinis (sur le centre de
similitude). EULER considere que, si deux figures coplanaires sont semblables,
alors il existe dans ce plan un certain point qui établit de maniére similaire un
rapport entre les segments de I’une ou I’autre figure, qu’il nomme segments
homologues.

On a cru jusqu’ici que, dans son Essai sur une maniere de représenter des
quantités imaginaires, publié a Paris en 1806, ARGAND ¢tait le fondateur de la
représentation moderne des nombres complexes comme lignes ayant une direction
déterminée. Dés 1799, GAUSS a eu la méme idée et déja a la fin du XVII° siécle,
WALLIS dans son A treatise of Algebra (London, 1685), a essayé de donner aux
nombres imaginaires une signification réelle.

Mais le mémoire de WESSEL, om direktionensanalytiske, présenté a
I’académie des sciences de Copenhague le 10 mars 1797, imprimé en 1798 puis
traduit en francais en 1897 sous le titre Essai sur la représentation analytique de la
direction, voit dans une multiplication d’un complexe par un autre, une rotation
suivie d’une homothétie. Cette idée va inspirer le livie ’EDWARD THOMAS
COPSON, An introduction to the theory of functions of a complex variable de 1935,
ou le mathématicien britannique utilise une représentation des nombres complexes
comme matrices de similitudes.

1.4.2 Motivations

IMAGE DE DEUX FIGURES SIMILAIRES
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Par I’agrandissement ou la réduction et le retournement convenables, chacune
des deux figures ci-dessus peut étre transformée en une figure superposable a
I’autre.

Quelles sont les transformations affines du plan qui permettent par ce
principe de reproduire la deuxiéme figure a partir de la premiére ou inversement? De
quels types de transformations s’agit-il? Quels sont les éléments caractéristiques de
chacune de ces transformations? Quelles sont les définitions geométrique, complexe
et analytique de chacune de ces transformations et leurs articulations?

Notre étude est motivée par une contribution a la reconnaissance de ces
transformations et a leurs traductions complexes.

1.5 Pré-requis

Comme nous I’avons souligné a I’introduction, les outils théoriques sur
lesquels doivent reposer les activités de I’éléve résident principalement dans les
mises en relation et en articulation dans les cadres géométrique, algébrique et
analytique des objets mathématiques en lien avec:

= les vecteurs, les distances, les angles orientés, etc. et les parties remarquables
du plan affine euclidien: droites, cercles, figures geométriques, etc.

= les homothéties et les isométries du plan, leurs éléments caractéristiques, leurs
propriétés et leurs effets sur certains objets géométriques du plan,

= les isometries du plan, leurs compositions et leurs décompositions en
composees de réflexion et leurs effets sur les configurations du plan.



les éléments caractéristiques, la définition géométrique, les propriéetés des
similitudes planes et leurs effets sur certains objets géométriques du plan.

les nombres complexes et la géométrie dans le plan affine euclidien.

les traductions complexes des distances et rapports de distances ; des vecteurs
et mesures des angles orientés.

les traductions complexes de I’invariance point par point et de I’invariance
globale.

les traductions complexes des homotheties et des isométries planes.



CHAPITRE 2 : TRADUCTION COMPLEXE DES SIMILITUDES DIRECTES

2.1

homothétie

Traduction complexe d’'une translation, d’'une rotation et d'une

Le but de cette partie est de permettre a I’éléve de se rappeler des articulations
entre les definitions géométrique, complexe et analytique d’une rotation, d’une
homothétie et d’une translation du plan euclidien orienté et de leurs mises en
relations, sur lesquelles reposent les définitions géométrique, complexe et analytique
des similitudes directes et leur aspect opératoire.

Dans cette partie, chacune des transformations sus-évoquées (homothétie,
rotation et translation) est définie par ses (ou son) élément(s) caractéristique(s).

Nous rappelons quelques notations dont nous allons nous servir dans la suite :
= r=1r(Q,0), larotation de centre Q et d’angle 6 (-n<6<m).
= h = h(Q,Kk), I’homothétie de centre Q et de rapport k (k étant un réel non nul
et différent de 1).
= t = tgz, latranslation de vecteur (o, B). (a + if est I’affixe du vecteur (o,

B)).

= o, I’affixe du point Q(xy,yp). (© = x + iyy).
= M, le point de cordonnées (x, y) et d’affixe z = x + iy et M’, le point de
cordonnees (x’,y’) et d’affixe z” = x’ + iy’.
Nous nous référons au cours sur les isométries du plan et sur les applications
affine planes, pour rappeler dans cette partie les correspondances entre les
différentes formes de définitions (géomeétrique, algébrique et analytique) d’une
translation, d’une rotation et d’une homothétie.

Transformation

Définition géométrique

Définition complexe

Définition analytique

— - . tM)=M ez -z=a+if { =x+a
t=ty tM) =M oMM =1 (forme z’=z+b) == Y =y+h
M) = M ] x =kx+(1-k)x,
’ - ’ h(M) =M :
h=h(©@K) h(M) = M’ = QI = ki o7 —0=kiz-o) 0 ‘:{y:ky”l_km
(forme z’=kz+b)
r(M)=M M =Mez-0=ez-0) |rM)=Mo
OM' = OM (forme Z’:eieZ"'b) [ ] cos0 sme x xo] [xo]
) - e —sind cosO y Yol = o
r=1r(Q,0) Mes (QM QM') =0

Nous rappelons que: pour M + £,

oM’

Z—® |z—a| oM

|_M_— et Mes(-QM QM) Arg(z ‘”)_9

10




2.2 Activités préparatoires

2.2.1 Activité 1

= Enoncé de I’activité 1

Soit s une similitude directe de centre Q2 et d’angle 0 et de rapport k qui

transforme tout point M du plan en M’ c’est-a-dire : s(M)=M".
1) Pour M + £, compléter les deux relations suivantes:

Q_M = ...et Mes (W’QM') —rr

OM
2) £ M et M’ sont les points d’affixes respectives z, z’ et ® respectivement.
(i) Pour M # €, compléter les relations :
z'-w _ |z -l _ .. 7 ) z-o\ _
Z_w| = = et Mes (QM, QM) = Arg (Z_w) =

(ii) En déduire en fonction de k et 6 la forme exponentielle du nombre complexe
272 (z+w).

Z—
(ii1) Déterminer en fonction de o, ket 0, les deux nombres complexe a et b tels
que: z’ =az + b.

= Analyse a priori de I’activité 1
e Objectif pédagogique spécifique de I’activité 1

L’activité 1 a pour objectif de permettre a I’éléve de « savoir identifier la
traduction complexe des éléments caractéristiques données dans le cadre
géomeétrique, d’une similitude directe, afin d’appréhender leurs roles, leurs effets et
leur importance dans I’écriture complexe de cette similitude et d’étre capable
réciproguement d’extraire les caractérisations géométriques de ces éléments a partir
de I’écriture complexe d’une similitude directe.

e Schéma adapté : Cadre géométriqgue—-cadre algébrique

e Justification de I’activité

L’activité vise a construire le sens et les significations de la représentation
algébrique (ou écriture complexe) d’une similitude directe définie dans le cadre
géométrique par la donnée de ses éléments caractéristiques, en faisant émerger les

11



représentations de ces éléments caractéristiques et de leurs fonctions dans le cadre
algébrique.

e Stratégies de réussite du sujet rationnel

- Laquestion 1) vise a permettre a I’éléve de se placer sur la définition
geometrique de la similitude s que nous rappelons : Pour tout point M différent
de «et pour tout point M’ du plan :

s(M)=M"& M~k et Mes (W, QM') =0
OM
(6,1a mesure principale de I’angle orienté (W QM’)).
- Laquestion 2) vise a permettre a I’éleve d’identifier k et o, respectivement

’ - - Z —o - y -
comme le module et I’'argument principal du nombre complexe — il s’agit
-

d’une interprétation de ces deux caracteristiques de la similitude s dans le cadre
algebrique.
- Laquestion 3) vise a permettre a I’éléve la production de la relation
z’ = az + b et I’identification du role et I’interprétation algebrique des
caractéristiques de s dans cette expression complexe.

Une autre stratégie de réussite consiste a partir de la forme réduite de la
similitude s connue de I’éléve (s = hor = roh) et de s’appuyer sur les rappels faits
en 2.1 pour produire la relation z’ = az + b et caractériser les coefficients a et b du
point de vue de I’interprétation algébrique des éléments caractéristiques de s.

e Lessources des erreurs significatives de I’éleve

Nous entendons par erreurs significatives, les erreurs produites par I’éléve et
dont le traitement est non seulement constitutif du sens, de la construction de la
connaissance visée, mais également permet son adaptation pertinente.

Les sources d’erreurs significatives de I’éleve peuvent resider dans ses
représentations et ses conceptions obstacles en lien avec :

- les relations entre les définitions géométrique, complexe et analytique d’une
rotation, d’une translation et d’une homothétie,

- les définitions géométrique et analytique d’une similitude directe et de
I’interprétation complexe de ses éléments caractéristiques en termes d’argument
principal et de module,
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- la mise en relation dans le programme de composition du point de vue
algéebrique (programme de calcul), entre les définitions complexe d’une rotation
et d’une homothétie de méme centre, dont la composée est la similitude directe,

- I’interprétation algébrique de la définition geometrique de s, notamment les
changements de cadres qui affectent les réles de ses éléments caractéristiques
dans leurs manipulation par I’éleve en situation, plus précisement dans le
passage du cadre géométrique au cadre algébrique.

= Activité 1 : solution

1) Pour tout point M (M + Q),

s(M)=M’= 2—M—k et Mes(QM oM') =0

2) 2, M et M’ sont les points d’affixes respectives z, z’ et ® respectivement.
(1) Pour M # 0, on a les relations suivantes :

| el oM s (W/,\W) = Arg (ZZ:Z) =0 (%)

lz—a|

(i) Laforme exponentielle du nombre complexe %’ (z#w) en fonction de k

et 0.
Les deux relations de (*) nous donnent le module et I’argument principal de

229 donc =% = ke'® |
Z— Z—
3) Déterminons en fonction de ®, k et 6 les deux nombres complexe a et b tels
que:z =az+b.

Pour tous nombres complexes z et z’ (z£w),

zZ — 0 , , .
=ke'W et z2=az+ b si et selement si

Z— W
zZ —w=ke®(z—w) etz =az+b.
Ce qui équivaut a a = ke'? et b = (1-a) . Pour étendre cette propriété a tout
nombre complexe z, on remarque que Z’=®, Pour Z=w.
= Conclusion de I’activité 1

Toute similitude directe de centre le point £2d’affixe w, d’angle & et de rapport
k, associe a tout point M du plan d’affixe z, le point M’ d’affixe z’ telles que
Z =az+b avec:a = ke' etbh = (1-a) .

= Condition d’existence dans le cadre algébrique, du centre de la similitude

directe
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Dans I’écriture z = az + b, avec a = ke' et b = (1 — a) o de la conclusion
précédente, la condition d’existence de ®, a # 1 (affixe du centre @ de la
similitude directe) détermine la caractérisation des coefficients a et b de I’écriture

Z' = az + b qui permet a cette écriture de rendre compte d’une similitude directe a
centre.

2.2.2 Activité 2

» Enoncé de I’activité 2

Soit h I’homothétie de centre £2(—2; 1) et de rapport 2 et soit r la rotation de
centre 2 et d’angle %
1) Donner les expressions analytiques respectives de h et r.

2) Déduire de la question 1) I’expression analytique de hor.
3) Déduire de la question 2) I’écriture complexe de hor.

= Analyse a priori de I’activité 2
e Objectif pédagogique spécifique de I’activité 2

Cette activite vise a permettre a I’éleve d’étre capable de produire I’écriture
complexe d’une similitude directe, définie comme la composée d’une homothétie et
d’une rotation de méme centre, au moyen des définitions analytiques respectives de
I’homotheétie et de la rotation.

e Schéma adapte :

Cadre geométrique — cadre analytique — cadre algébrique

e Justification de I’activité 2

L’activité vise a construire le sens et les significations du point de vue
algébrique et du point de vue analytique de « la definition d’une similitude directe s
comme composee d’une rotation et d’une homothétie de méme centre « en
permettant aux eleves de mobiliser leurs connaissances sur les articulations entre les
définitions complexes et analytiques d’une rotation et d’une homothétie et de leurs
articulations dans la composition des ces transformations, pour produire la définition
complexe de cette similitude.

e Choix de certaines variables de la situation
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En fixant des valeurs des éléments caractéristiques de la similitude s, faciles a
manipuler dans les calculs convoqueés par la résolution du probléme pose, notre but
est de permettre a I’éléve un acces facile aux calculs que lui imposent la constitution
du sens de ces caractéristiques, de leurs interprétations et de leurs usages, aux
passages du cadre géometrique, au cadre algébrique, en transitant par le cadre
analytique.

e Stratégies de réussite du sujet rationnel

- Laquestion 1) vise a permettre a I’éleve de produire les définitions analytiques
de h et r en se servant des rappels que nous avons faits en 2.1. La donnée de ces
deux expressions analytiques est suffisante pour déterminer I’expression
analytique de la composee hor dans la question 2).

- Laréponse a la question 3) determine le principal objectif de I’activité 2 : elle
vise a permettre a I’éléve de produire I’écriture complexe de la similitude
(identifiée comme hor), en s’appuyant sur son expression analytique.

e Lessources des erreurs significatives de I’éléve

Les sources d’erreurs significatives de I’éléve peuvent résider dans ses
représentations et ses conceptions obstacles en lien avec:

- les relations entre les définitions géométrique, complexe et analytique d’une
rotation, d’une translation et d’une homothétie,

- les définitions geométrique et analytique d’une similitude directe et sur
I’interprétation complexe de ses éléments caractéristiques en termes d’argument
principal et de module,

- la mise en relation dans le programme de composition du point de vue
analytique, entre les définitions complexe d’une rotation et d’une homothétie de
méme centre, dont la composée est la similitude directe,

- Iinterprétation algébrique de la définition géométrique de s, notamment les
changements de cadres qui affectent les réles de ses eéléments caracteristiques
dans leurs manipulation par I’eéleve en situation, plus précisement dans le
passage du cadre géométrique au cadre algébrique,

- les interprétations géométrique, complexe et analytique des éléments
caracteéristiques d’une similitude directe, de leurs roles respectifs et de leurs
articulations dans le fonctionnement de ces définitions dans le passage du cadre
geometrique au cadre algébrique, en passant par le cadre analytique qu’exige
cette traduction complexe.

e Convocation des cadres géometrique, analytique et algébrique
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L activité preparatoire 2 convoque le cadre analytique pour traduire la
définition géométrique d’une conique en définition complexe. Le cadre analytique
permet le passage du cadre géométrique au cadre algébrique.

= Activité 2 : solution

Soit h I’homothétie de centre €2(—2; 1) et de rapport 2 et soit r la rotation de
centre Q et d’angle %

1) Donnons les expressions analytiques respectives de h et r.

Désignons par : z, 2’ et o les affixes respectives des points
M(x,y), M’ (x’,y’) et 2(—2,1).
Onaz=x+iy,z=x"+iy eto=—-2+1.
D’apreés les rappels faits en 2.1 :
MMMz —0=2z-—0) =2 =22—0
Sx+iy =Qx+2)+iQy-1) = {;z;;fi
TM=Mez —o= els (z - o)
oz7=iz+(1l-Hoes 2z =iz—1+3i.
VS . {x'= —y—1
rM=Mex +iy =(-y—-1D+i(x+3) =1 |, :
y =x+3
2) Déduisons de 1) I’expression analytique de hor.

Posons: M = s(M) = h(M;) = hor(M) etr(M) = M; ; z; = x; + iy,
désigne I’affixe du point M.
_ x;=-y—1
) =My o {3 e
: =2 2=2(-y-1D)+2=-2
y =2y;—1=2x+3)—-1=2x+5

dou M =s(M) { x - _iys (expression analytique de s = hor).
X

3) Déduisons-en I’écriture complexe de s = hor
M=sM)ez =(-2y)+i(2x +5)
S2i%y+i(2x + 5) = 2i(x + iy) + 5i = 2iz + 5i
dou M =s(M) < z' = 2iz + 5i.
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2.3 Définition complexe d’'une similitude directe

2.3.1 Applications affines particulieres d’écriture complexe z’ = az + b

Avant de proposer de maniere générale la définition complexe et I’écriture
complexe d’une similitude directe, a I’appui des deux activités précedentes, nous
examinons dans cette partie les applications affines particulieres d’écriture complexe
delaforme z”’=az+ b ,aveca =0o0u |a| = 1.

Dans le paragraphe 2.1 de notre texte, nous avons traité des écritures
complexes respectives z’ = z + b et z” = ez + b d’une translation et d’une
rotation. Nous allons a présent, dans le sens contraire a cette démarche, dévisager les
applications affines planes d’écriture complexe z’ = az + b ,avec a = 0 ou
la| = 1.

L application affine du plan dont la définition complexe est z’ = b est une
application affine constate c’est-a-dire la projection affine sur le point d’affixe b.

Supposons pour la suite que a # 0 et que |a| = 1. Pour ce, nous nous
appuierons sur la conclusion de I’activité 1, que nous rappelons ici.

Toute similitude directe s de centre le point Q d’affixe o, d’angle 0 et de
rapport Kk ; associe a tout point M du plan d’affixe z, le point M’ d’affixe 2’
(s(M)=M)tellesquez =az+b avec: a=ke etbh=(1-a)o.
Remarques

Il ressort de cette configuration de I’écriture complexe z’ = az + b (a = ke'?
et b = (1-a)w) d’une similitude directe s de centre le point Q d’affixe m, d’angle 6 et
de rapport k, que :

- a # 1:c’est une conséquence de I’existence de o = % (donc du centre de la
similitude s, et partant de sa nature comme composee d’une rotation et d’une
homothétie de méme centre).

- sous la condition a # 1, le réel positif k peut étre égal a 1,

(k=1eta=ke?) < |al =1 a=e'?): cas d une rotation d’angle 6.

- leréel 6 de I’intervalle (des arguments principaux) ]— T, n], peut étre égal a 0
(a=k : a € R%) ou a x : cas d’une homothétie de rapport a.

(a=-k:a € RZ).

(Voir exercices résolus de 5.4.1)
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2.3. 2 Définitions complexe et algébrique d’une similitude directe $(£26,k)

En nous démarquant de I’étude que nous venons de faire dans le paragraphe
précedent, nous nous plagons dans cette partie dans le cas d’une similitude directe de
centre le point 2 d’affixe o, d’angle @ et de rapport k, qui (selon la conclusion de
I’activité 1), associe a tout point M du plan d’affixe z, le point M’ d’affixe z’ telles
que: (i) Z =az+b avec: a = ke'’ et b = (1-a) .

Nous allons tout d’abord proposer la définition complexe d’une similitude
directe en se référent a sa définition géométrique : la traduction complexe de sa
définition géometrique et la traduction complexe de ses éléments caractéristiques du
point de vue de leurs fonctions respectives dans cette articulation de cadres
géomeétrique et algébrique, avant de définir son écriture complexe et de préciser la
traduction complexe de ses eléments caractéristiques définis initialement dans le
cadre geomeétrique.

Rappelons tout d’abord la propriété « d’invariance point par point » de la
similitude directe S :

Le point £2 d’affixe o , centre de la similitude directe S, est le seul point du plan
invariant par S ; c’est-a-dire, le seul point M du plan tel que S(M) = M.

Comme conditions d’existence de I’angle entre les vecteurs QM et QM et de
I’existence du rapport de distances % , NOUs supposons pour la suite de cette partie

que le point 22 d’affixe o est différent du point M d’affixe z.
= Traduction complexe de la définition geométrique

La similitude directe S, de centre le point 2 d’affixe o, d’angle ¢ et de rapport

k ; associe a tout point M du plan d’affixe z, le point M’ d’affixe z’ telles que
s(M) = M’) si et seulement si I’une des deux conditions suivantes est remplie :

° Z—IZ =k et Mes(m, QM) = 0 (définition géométrique), ol 6 désigne la

mesure principale de I’angle orientée (ﬁ/i QM').

= _w| Y i gy, Arg (ﬁ’) = 0 (définition complexe), ot 0 désigne

z—ol |z—o|

I’argument principal du quotient des affixes des vecteurs QM et QM.
Notons par ailleurs que ces deux définitions reposent et revoient a deux
énoncés équivalentes a I’énoncé : « M’ est I'image de M par la similitude directe S »,

dans deux cadres différents.
(Voir exercices résolus de 5.4.1)
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= Traduction complexe d’objets mathématiques de la définition géométrique

Nous nous appuyons dans cette traduction sur la relation entre un point et son
affixe et les effets de cette relation sur les mises en relation et en articulation entre
les objets mathématiques de la définition geometrique et leurs produits algébriques
dans la traduction complexe d’une similitude directe.

Sous la condition de la caractérisation donnée dans la partie précédente, et pour
élucider les relations et les articulations entre les deux définitions précédentes, on
peut écrire que :

Zom :QM’ eiMes(Q_M),QM’) _ zZ -0 — ke'®

zZ oM Z—0

oM

Ce qui conduit a la traduction complexe suivant de la similitude directe :

Cadre géométrique Cadre algébrique
Objet géométrique de la Fonction dans la définition Traduction complexe de I’objet
définition géométrique géomeétrique de la similitude géométrique de la définition
de la similitude directe S directe S directe S
Rapport de distances %—IZ Rapport de modules lz—al
. : "y |z—a|
Le rapport k (coeffIICIedr!t de proportionnalite (coefficient de proportionnalité
entre les distances) entre les modules)
Mesure principale de I’angle Argument principal du quotient
L'angle 6 orienté (ﬁ/i W) des affixes -2'=|%—2|_lz=]
Zei 1 z—w| |z—al

Fonction implicite d’articulation
entre la condition métrique liée | Ecriture complexe 2 = az+ b ;
au rapport k et la condition avec a=ke®eth = (1-3) ®
angulaire liee a I’angle 6
Sommet de I’angle oriente et L’unique nombre complexe
Le centre (2 origine dans la considération des 4
distances QM et QM .

RelationS(M) = M’

270 — kel
zZ—o '

o tel que

= Traductions complexes d’objets mathématiques qui interagissent dans la
relation S(M) = M’
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Le but de cette partie est d’élaborer les outils théoriques, susceptibles de

permettre a I’éleve de partir de la traduction complexe de la relation entre un point et

son image ou I’écriture complexe d’une similitude directe, pour en préciser les

éléments caracteristiques et apprehender leurs fonctions respectives dans la définition

geometrique de cette similitude.

Comme nous I’avons souligné a I’introduction de cette ressource, I’écriture

complexe d’une similitude directe z = az + b ; avec a=ke' et b = (1-a) o, est la

représentation algébrique de la relation S(M) = M’ entre un point M et son image M’,

qui rend le plus compte de cette relation et mieux encore de la similitude directe a

travers les représentations algébriques o et a= ke'®, de ces éléments caractéristiques

dans le cadre algébrique.

Nous proposons ici la traduction complexe des objets géométriques de la

définition géometrique de la similitude directe S, dans la traduction complexe de la

relation S(M) = M’(son écriture complexe), entre un point M et son image M :

Cadre géometrique

Cadre algébrique

Objet géométrique de la
définition geométrique
de la similitude directe S

Fonction dans la définition
géométrique de la similitude
directe S

Traduction complexe de I’objet
géométrique de la définition
directe S

Le rapport k

. oM’
Rapport de distances o

Module du coefficient complexe
a=ke®de zZ =az+b

L’angle @

Mesure principale de I’angle
orienté (ﬁ/i QM')

Argument principal du
coefficient complexe :
a=ke®de zZ =az+b

Relation S(M) = M’

Fonction implicite d’articulation
entre la condition métrique liée
au rapport k et la condition
angulaire liee a I’angle 6

Ecriture complexe z = az+ b ;
avec a=keeth = (1-a) ®

Le centre (2

Sommet de I’angle orienté et
origine dans la considération
des distances QM et QM .

L’unique nombre complexe
otelque: ® =aw + b, avec
a= ke'®.
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Le but de cette partie est d’élaborer les outils théoriques, susceptibles de
permettre a I’éleve de produire I’écriture complexe d’une similitude directe et de
traduire ses éléments caractéristiques dans le cadre algébrique, a partir de la donnée de
cette similitude directe, comme composée ( S = hor = roh) d’une rotation et d’une
homothétie de rapport positif et de méme centre que la rotation.

Nous proposons ici la traduction complexe des objets géométriques (rapport,
angle, centre, relation S(M) = M’, etc.) de la définition géomeétrique de la similitude
directe S, dans la traduction complexe de la sa forme réduite de la similitude directe
donnée par ces trois eléments caractéristiques (S = hor = roh) :

Commencons tout d’abord par la traduction complexe des trois relations
équivalentes S(M) = M’ , hor(M) = M' et enfin roh(M) = M’ entre le point M et son
image M’ par S = hor = roh. Posons M; = r(M) et M, = h(M) et considérons les
affixes respectives z; et z, des points M; et M,. Les trois relations équivalentes
S(M) = M’ , hor(M) = M’ et enfin roh(M) = M’ entre le point M et son image M’ par
S = hor = roh, peuvent se traduire par :

S(M) = M’=roh(M) = r(M,).
Nous alors deux programmes de calculs de z’ comme affixe du point M’image de
M par S:
z1=e%(z—w)+wet 2 = k(z; — w) + w (les traductions complexes respectives
de M; =r(M)et M’=h(M;),d’une part ; et d’autre part
z, = k(z—w)+wet z =e?(z, — w) + w (les traductions complexes respectives
de M, = h(M)et M’=r(M,).

Relation S(M) = M’ sous I’écriture S = hor = roh

Cadre géométrique M — M, =r(M) — M’= h(M;)= hor(M)

(registre affine) M vw— M, = h(M) — M’=r(M;)=roh(M)

Programmes de calculs de z’ = az + b, associésa S = hor = roh.

Cadre algébrique 2z =e%(zZ-w) tw—z =k(z - 0) +w

(registre complexe) z— 2z, =k(z-w)+tw—z=e?(z, —w)+w

Nous venons de présenter la traduction complexe de la transformation d’un
point M en un point M’ par la similitude directe S, percue sous sa forme réduite
S = hor = roh, en termes de programmes de calcul de I’affixe z’ du point M’ a
partir de I’affixe z du point M. Nous allons maintenant nous attarder sur la
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traduction complexe d’objets mathématiques qui interagissent dans ces programmes
de calculs, pour mettre en évidence leurs roles, leurs effets et leur importance dans la
construction géométrique de I’image d’un point par une similitude directe.

Cadre geomeétrique

Cadre algébrique

Objet géométrique de la
définition geométrique
de la similitude directe S

Fonction dans la relation
S(M) = M’ sous I’écriture
S = hor = roh

Traduction complexe de la
fonction de I’objet
géométrique

Le rapport k

Rapport de I’homothétie h.
Coefficient de colinéarité :

aM’ = kQM, ; M, = kQM
et MM1 = kMzM’.

Coefficient de proportionnalité
entre les affixes respectives
des vecteurs :

OM' et OM; ; QM, et QM et
les vecteurs MM, et M,M'.

L’angle @

Angle de la rotation r.

Angle au sommet commun des
triangles isocéles en situation de
Thalées QM M, et QM, M.

Argument principal commun
des nombres complexes ~—

z'-w

et

Z)—w ’
! -
zZ—0 zZ1—® :elg
zZ—w

Zy—o

Relation S(M) = M’

Fonction de détermination de M’ a
partir de M selon deux
articulations a partir du centre Q:

Deux programmes de calculs
de z’ a partirde z et z; eta
partirde z et z, :

M— M —M
M; =r(M) = h~Yos(M) = h~*(M")

Zvy> 71— Z

Mw— M, — M
M, = h(M) = r~toS(M) = r~1(M")

r
Zvyo Zy > Z

Le centre (2

Centre commun de r et de h.
Sommet commun des triangles
isoceles en situation de Thalés
OMM; et OM,M'.

@ est I’unique nombre
complexe vérifiant :
zZ'-0 _ Z1—o =ei9

Zyp—m Z—w

Cas particulier du point
O et de son image O’ :
0’ = S(0)

Image par S de I’origine O du
repere orthonorme (O,Ui,ﬁj)

Point d’affixe la constante b
de I’écriturez = az+ b

z —b| _O'M
z | OM

la| =

Arg(a)=Mes(OM,0'M")
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2.4 Expression analytique, définition géométrique et définition algébrique

L’expression analytique de la similitude directe S relativement a un repére
donné, renvoie a notre sens a la représentation dans le cadre analytique, plus
précisément dans le registre des couples de nombres réels (identifiés comme
coordonnées de points M et M”), qui rend le plus compte de la relation S(M) = M’
du cadre géométrique, plus précisément dans le registre des transformations du plan
et dans le registre des points du plan. Cette représentation fournie :

= dans le cadre algébrique, les expressions respectives de la partie réelle x’
et de la partie imaginaire y’ de I’affixe z’ du point M’ = S(M) en fonction
des parties reelle x et imaginaire y de I’affixe z du point M.

= dans le cadre analytique, les expressions respectives de I’abscisse x’ et de
I’ordonnée y’ du point M’ = S(M) en fonction des coordonnées x et y du
point M.

Les parties réelle et imaginaire d’un nombre complexe écrit sous la forme
algebrique, sont des représentations dans le cadre algebrique qui rendent le plus
compte des cordonnées du point dont ce nombre complexe (affixe de ce point) est
le représentant algébrique. Pour modéliser ce point de vue, nous énongons la
propriété suivante :

Propriéte

Soit S, la similitude directe, de centre le point @ d’affixe ® = x, + iy,, d’angle

0 et de rapport k ; M et M’, les points du plan d’affixes respectives z = x + iy et
z’=x’+y’. L’énonceé du cadre géométrique s(M) = M’ est équivalent a chacun des
enonces suivants :

(1) Z = az + b (avec a=ke' et b = (1-a) ) (cadre algébrique, dans le registre
des nombres complexes)

2) [x] _ [ kcos6 ksin@] [x — Xo
y —ksin® kcos6lLlY — Yo
notations matricielles)

] + [;g] (cadre analytique, dans le registre des

Une démonstration de cette propriété repose sur la forme algébrique de
I’écriture 2’ = az + b (avec a= ke et b = (1-a) o) et sur la propriété de
I’égalité de deux nombres complexes écrits sous leurs formes algébriques.
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2.5 Ecriture complexe, et détermination géométrique

Le but de cette partie est de fournir aux éléves les outils theoriques susceptibles
de leur permettre de produire I’écriture complexe d’une similitude directe a partir
d’un mode de détermination géométrique différent de la donnée explicite de ses
trois éléments caracteéristiques.

Nous nous intéressons dans cette partie a la traduction complexe (dans le cadre
algébrique) de la relation générale du cadre géométrique s(M) = M’) selon les
modes de la détermination géométrique d’une similitude directe.

Dans les lignes qui précedent, nous avons exploré le mode de détermination
géomeétrique d’une similitude directe par la donnée de son centre, de son rapport et de
son angle (ses éléments caractéristiques).

Nous proposons ici quelques pistes des stratégies a adopter selon les registres
convoques par les données pertinentes de I’énoncé et la consigne, de la configuration
du plan avec laquelle interagit la similitude directe et des effets de ces interactions,
qui déterminent la détermination géométrique de cette similitude.

Nous nous centrons sur la similitude directe entierement déterminée par la
donnée de deux points distincts et leurs images respectives

La traduction complexe de la propriété caractéristique d’une similitude directe
(que nous rappelons ici) peut constituer un outil de production de I’écriture
complexe d’une similitude directe déterminée géométriquement par la donnée deux
points et leurs images ou par la donnée de son centre, d’un point et son image.

Soit S, la similitude directe de centre le point £2d’affixe , d’angle & et de

rapport k et M, N, M’ et N' les points d’affixes respectives zy, zy, z) et zy-.

Pour M£N et M’#N’, il y a équivalence entre :

(1) s(M)=M’ et s(N)=N’
MN’ TN MV —
@) - =ket Mes(MN,M'N") = 6)

azy +b = zy _ o ~
3) {azN +b =z (traduction complexe avec a = ke'” et b = (1-a) ®)

Dans la donnée d’un point N et de son image N’ par la similitude S, on peut
dans le raisonnement précédent, identifier M a £2 et obtenir les objets projetés.

2.6 Exercice d’application

Cet exercice met en évidence la particularité de la forme réduite d’une similitude
directe en montrant que la méme similitude peut s’écrire comme composee d’une
rotation et d’une homothétie de centres différents.
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= Enoncé

Soit f, la transformation du plan qui a tout point M d’affixe z associe le point M’

d’affixe z’ telles que : z’ = 2iz + 2 +i.

1) Montrer a I’aide du programme de calcul de z’ = 2iz+ 2 + i, que f peut
s’écrire comme composée d’une rotation, et d’une homothétie de centres
différents.

2) Montrer que pour tous les nombres complexes z et z’,

7 =2iz+2+i=72 —i=2i(z—1).
3) En utilisant les deux programmes de calculs de z’ = 2iz + 2 + i suivants:
(i) z—>z—i=i(z—ietz; >z —i=2(z —1i)
(i) z—>z,—i=2@z-Detzy»z —i=i(z,—1),
Montrer que f = roh = hor ou r et h sont respectivement une rotation et une
homothétie de centre commun, dont on précisera pour chacune d’elles, les éléments

caractéristiques.

= Solution
1) Montrons a I’aide du programme de calcul de z’ = 2iz+ 2 + i, que f peut

s’écrire comme composée d’une rotation, et d’une homothétie de centres
differents.
Considérons le programme de calcul de z’=2iz+2+i suivant :
2V 7y =2zvw 2z, =izy ¥ z = z, + 2 + i ; et désignons par M, My, M, et M’ les
point d’affixes respectives z, z,, z, et z’.
D’apres les rappels précédents et compte tenu du programme de

construction de z” :

o z'=12,+2 & M'=t(M,),out est latranslation de vecteur (2, 1).

o 7z, =iz; & M,=r,(M;),our, estlarotation de centre O et d’angle+ %;

donc M’:t(Mz) = tOTO(Ml)
o 7z, =2z & M;=hy(M),ol h, est'homothétiede centre O et de rapport 2 ;

donc M’ =t(M,) = tohy(M;) = torgohy(M) = f(M)

d’ou: f =torpohy =r'ohy. (r'=toryest une rotation, comme composee
d’une translation et d’une rotation ; son centre n’est pas le point O puisque t(O)#0
et O est le centre de I’homothétie hy).
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Traduction affine du — 2z =2z Zy 9 2y =17 Zy >z =23+ 2+
programme de hy : M— M, T i My — M, t:M, — M
calcul de zw— 7 =2,+2+i=(iz))+2+i=2@0z)+2+i=2iz+ 2 +i
z'=2iz+ 2 +i f = (torp)ohy =1r'ohy : M — M’

2) Montrons que pour tous les nombres complexes z et z’,
7z’ =2iz+2+4+iS 72 —i=2i(z—-1).
Pour tous les nombres complexes z et 2’ :
z=2iz+2+ieoz—-i=QRiz+2+i)—i=2(iz+1) =2i(z—i)
3) En utilisant les deux programmes de calculs de z’ = 2iz + 2 4+ i suivants :
(i) z—>z—i=i(z—ietz; >z —i=2(z —1i)
(i) z—>z,—i=2(z—Detzy>z —i=i(z,—1),
4) Montrons que f = roh = hor ou r et h sont respectivement une rotation et une
homothétie que nous préciserons.

Désignons par : Soit M, M, M,, M’ et J, les point d’affixes respectives z, z;,

Z,,2 eti;

Soit r =1 (], + %) la rotation de centre J et dangle + 7 ; et h = h (J,2),
I”’homothétie de centre J et de rapport 2.

Les deux programmes de 27—z, —i=i(z—1i) Z1- 2z —i=2(z, — i)
calculs de 27—z, —i=2(z—1i) z -z —i=i(z;— 1)
Z =2iz+2+1i zw— 7 —i=2(z1 — i) =i(z, — i) =2i(z—1)

Traduction affine

r: M— M, h:M; — M

h:M— M, r:M, — M

f(M) = h(M,) = hor(M) et f(M) =r(M;) =roh(M)

Les deux programmes de
décomposition de f
sous la forme
f =roh = hor
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CHAPITRE 3 : TRADUCTION COMPLEXE DES SIMILITUDES INDIRECTES

3.1 Traduction complexe d’'un antidéplacement du plan

Le but est de permettre a I’éléve de se rappeler les définitions géométrique,
complexe et analytique d’une réflexion, d’une symétrie glissée et de la composée
triple d’une translation, d’une similitude directe et d’une réflexion, sur lesquelles
reposent les definitions géométrique, complexe et analytique des similitudes
indirectes.

Dans cette partie, chacune des transformations sus-évoquées (réflexion,
similitude directe, et translation) est définie par ses (ou son) élément(s)
caractéristique(s).

Par adoption de notations, nous désignons par :
s = s(€),k, 0), la similitude directe de centre Q, de rapport k (k étant un réel positif
et different de 1) et d’angle 6 (-n<0<m).
S = S(a), la réflexion d’axe (a).
t = ty, la translation de vecteur .

3.1. 1 Ecriture complexe d’une réflexion d’axe paralléle a (x'Ox)
= Rappels

e Ladroite (A) est parallele a I’axe des abscisses (Ol). Il existe une translation
t_, telle que t_, = S(,)0S(ory ; On peut donc écrire
2u

2u
S(A) = tZOS(OI) .
e Ladroite (A) est I’image de I’axe des abscisses par la translation t_,.

u

= L’ecriture complexe de la réflexion S,y estz’ =z + z_,
2u

En effet, I’expression complexe de la réflexion d’axe (OI) étant z’ = Z et

I’écriture complexe de la translation ¢t_, étantz’ =z + z_, ; par laregle de
2u 2u

composition de t_,08 o), traduite en programme de calculs algebriques de I’affixe
2u
z’ du point M” image du point M d’affixe z par S(,y, I’écriture complexe de S,

est z’=z+z_,.
2u

=  Exemples
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z’ =z + 2i est I’écriture complexe de la réflexion S ,), (A) étant droite
d’équation
y = 1, I’'image de I’axe des abscisses par la translation de vecteur #(0,1) .
L’expression analytique de S,y s’obtient a partir de sa definition complexe ou

a partir de sa forme réduite S,y = t_,0S5.p.
2u

3.1. 2 Ecriture complexe d’une réflexion d’axe non paralléle a (x'Ox)

u Rappels
e Ladroite (A) rencontre I’axe des abscisses (Ol) en un seul point Q d’affixe
notée w. Il existe une rotation r = r (€, 20) telle que
T = S(5)0S(0r) ; ON peut donc écrire Sy = roS(gyy -
e Ladroite (A) est I’image de I’axe des abscisses par la rotation de centre Q et
d’angle 6.
= L’écriture complexe de la réflexion S,y est z’ = e?°(Z — @) + w

En effet, I’écriture complexe de la réflexion d’axe (OI) étant z’ = 7 et
I’écriture complexe de la rotation r = r(Q,20) étant z’ = e'?%(z — w) + w ; par
la regle de composition de S,y = oSy, traduite en programme de calculs
algebriques de I"affixe z du point M” image du point M d’affixe z par S,),
I’écriture complexe de S,y est z’ = e'*(Z — w) + w. (w estun nombre
complexe réel, solution réelle de I’équation z = e?%(Z — w) + w ).

. Exemples
7 =iz—24+2i= eiz(Z) (Z + 2) — 2 est I’expression complexe de la

reflexion S,), (A) étant droite d’équation y = x + 2 ,I’image de I’axe des
abscisses par la rotation de centre Q(—2,0) et d’angle % :

e L’expression analytique de S,y s’obtient a partir de sa definition complexe ou
a partir de sa forme réduite S,y = roS(oyy.
e Cas particulier : (A) passe par I’origine O
L’expression complexe de la réflexion S,y d’axe (A) est z’ =e'*?Z; 0086
est I’angle de la rotation r, (de centre O) qui transforme la droite (OI) en (a).
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L’expression analytique de S,y s’obtient a partir de sa definition complexe ou
a partir de sa forme réduite S ,y=1,90S5¢y)-

3.1. 3 Ecriture complexe d’'une symétrie glissée

= Rappels

o Lacomposée t;05,y d’une translation de vecteur non nul ¢ et d’une
réflexion S,), est une symétrie glissée si le vecteur de la translation v est un
vecteur directeur de I’axe (a) de la réflexion S,).

o L’écriture d complexe d’une symétrie glissée t;0S,), peut s’appuyer sur les
ecritures complexes respectives de la translation ¢ et de la réflexion S ).

o Si S = tz05,) est une symetrie glissée, alors SoS = t5; et pour tout point M
de I’axe (A) d’image M’ ; M’appartient a (A) et MM' = .

= Exemple et remarques pertinentes

e Consideérons la transformation affine S du plan d’écriture complexe :
z=iz+3+1
e Justifions que S est une symeétrie glissée

- S est un antidéplacement du plan, vu son écriture complexe du type z’ = e'?z +
b.

- De plus S n’a pas de point invariant :

En effet I’équation complexe z* = z (c’est-a-dire z = iz + 3 + i) dont la
solution est caractéristique de I’affixe d’un point invariant éventuel , n’a pas de
solution complexe, car pour tout nombre complexe z de C,

z= iz‘+3+i<=>{_Z= 23+l =g 4it4

Z= —iz+3—1i
S est une symétrie glissée, comme antidéplacement n’admettant pas de point
invariant.
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= Déterminons le vecteur de translation v de la symétrie glissée S

L’écriture complexe de SoS est:
z=i(iz+3+i)+3+i=4+4i=2(2+2i): Levecteur de translation 7
a pour affixe 2 + 2i : v (2,2).
= Deéterminons I’axe (A) de la symetrie glissée S

Un point M d’affixe z et d’image le point M’ d’affixe z’, appartient a I’axe (A)

de la symétrie glissée S, si et seulement si MM' = v.
Ce qui équivaut sous ces conditions a {Z, —Z= 2+ 2?
Z=iz+3+1

(c’est-a-dire z=iz+ 1 —1i)

{Z =iz+1-1i & (x-y-1)(1-1)=0 ; 1-i étant non nul, x-y-1=0 : I’axe (A) de la

z=x+1iy
symeétrie glissée S est la droite d’équation x-y-1=0.

L’expression analytique de la symetrie glissee S, peut s’obtenir a partir de son
ecriture complexe ou a partir de sa forme réduite S = t;05,).

3.2 Activité préparatoire 1

= Enoncé de I’activité 1

Soit s une similitude indirecte.
1) Montrer que s s’écrit comme composée d’une similitude directe S et d’une
reflexion S,y d’axe (A).
2) Onsuppose que (A) est ladroite (OI) (I’axe des abscisses).
Déduire de 1) I’écriture complexe générale de la similitude indirecte s.

= Analyse a priori de I’activité 1
e But et objectif de I’activité 1

Le but de cette activité est de mettre en évidence par I’outil de la traduction
complexe, la relation entre I’écriture complexe d’une similitude indirecte et celle
d’une similitude directe.

L’objectif de I’activité 1 est de mettre en évidence I’expression complexe
d’une similitude indirecte a I’appui de sa decomposition comme composée d’une
similitude directe et d’une réflexion.
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e Schéma adapté : Cadre géometriqgue—-cadre algébrique

e Justification de I’activité

L’activité vise la construction du sens et de la signification algébriques, de « la
définition d’une similitude indirecte s comme composée d’une similitude directe et
d’une réflexion d’axe « I’axe des abscisses ». Cette activité permet en outre aux
éleves de mobiliser leurs connaissances sur :

- la composition des similitudes de méme sens ou de sens contraires,

- les écritures complexes respectives d’une similitude directe et de la réflexion
d’axe « I’axe des abscisses » en vue de produire I’écriture complexe genérale
d’une similitude indirecte selon le programme de calcul de z’ affixe de I’image
M’ d’un point M d’affixe z par cette similitude indirecte : z+— z; = Z+— 7z’ =
azi+b(Z =az+b).

e Stratégies de réussite du sujet rationnel

- Laquestion 1) améne I’éleve a convoquer la composée d’une similitude directe
et d’une réflexion particuliere et de la regarder sous I’angle de vue d’une
similitude indirecte, en référence aux éléments du cours sur la définition
geometrique des similitudes planes.

- Ladeuxiéme question permet a I’éléve de transporter les caractérisations de la
premiere question dans le cadre algébrique, en mettent a contribution les
écritures complexes respectives d’une similitude directe, de la réflexion
d’axe (x'Ox) et celle de leur composée.

e Source d’erreurs significatives de I’éléve

Les sources d’erreurs significatives de I’éleve peuvent résider dans ses
représentations et ses conceptions obstacles en lien avec :

- Lanature de la composeée de deux similitudes planes (directes, indirectes ou de
sens contraires).

- La prise en compte du caractére involutif de toute réflexion

- Latraduction algebrique de la similitude directe, de la réflexion et de leur
composeée.
e Activité 1 : Solution

1) Montrons que s se décompose comme composée d’une similitude directe S et
d’une réflexion S,y d’axe (a).
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s et §,) sont deux similitudes indirectes donc soS .,y est une similitude
directe (que nous désignons par S) :

(SOS(A) = Set S(A)OS(A) = ldp)<:> S = SOS(A) D’ou toute similitude
indirecte peut se décomposer comme composée d’une similitude directe et d’une
réflexion.

2) Déduisons-en I’écriture complexe générale de la similitude indirecte s.
On se place dans cette partie dans le cas ou (A)=(0I) (I’axe des abscisses).
De ce qui précede, les écritures complexes de s et de S,y sont respectivement
zZ2=az+bet z2=7.
Un programme de calcul de z’ comme affixe de I’'image M’ du point M
(d’affixe z) par la similitude indirecte s = SoS gy , peut s’écrire :
zv—zi=Z—z =az;+b=az+b.
L’écriture complexe générale d’une similitude indirecte est z' = az + b.

3.3 Traduction complexe d'une similitude indirecte

3.3. 1 Ecritures complexes des similitudes indirectes particuliéres

En nous référant a I’étude que nous avons faite au chapitre 1 et qui nous a
permis d’identifier les similitudes directes du plan et leurs écritures complexes
respectives du type z' = az + b , avec des particularités sur le coefficients a et b,
nous proposons ici une classification analogue des similitude indirectes :

Similitude directe Ecriture complexe Forme réduite et écriture complexe
de la similitude directe de la similitude indirecte associée
t=t; zZ=z+b tz0Son z =Z+b
h, homothétie ' ,
' = hoS = k7
de rapport k z =kz+b on z =kz+b
r, rotation ' i0 ' 6 >
= roS =e!
dangle 0 z=e"z+b o z =e%Z+b
S, similitude
directe de rapport z =ke"z+b z =keZ+b
k etd’angle 6

Interprétation géométrique de I’image d’un point par une similitude indirecte

= Le programme de calculde z = az + b suivant :
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z+— Z+— z = a(Z) + b, nous autorise a appréhender toute similitude
indirecte s comme la composee SoS,y de sa similitude directe associée S et
de la réflexion d’axe (Ol).

= |’image d’un point par une similitude indirecte s est I’image par la
similitude directe associée, du symétrique de ce point par rapport a « I’axe
des abscisses ».

3.3. 2 Traduction complexe des éléments caractéristiques d’'une
similitude indirecte

Le but de cette partie est de contribuer a la traduction complexe de la définition
géométrique d’une similitude indirecte déterminée géométriquement par la donnée
de son centre, de son axe et de son rapport et fournit par la composée d’une
similitude directe comportant un centre, un rapport et un angle ave la réflexion
d’axe (x'Ox).

Nous partons de I’écriture complexe d’une similitude indirecte obtenue dans
I’activité 1, avant de mettre en évidence les conditions d’existence et I’existence de
ces caractéristiques sous ces conditions.

L’activité 1 nous a permis d’identifier I’écriture complexe d’une similitude
indirecte, comme écriture complexe de la composée d’une similitude directe et de la
réflexion d’axe (Ol).

Nous allons tout d’abord a partir de cette approche identifier les similitudes
indirectes dont les écritures complexes z = az + b se réclament du cas |a| = 1,
avant de nous attarder sur les cas |a| # 1.

» Similitudes indirectes sans centre

Une similitude indirecte d’écriture complexe z' = az + b, admet un point
invariant si et seulement s’il existe un nombre complexe w tel que :
w = aw + b. Le centre d’une similitude indirecte s d’expression complexe
z’ = az + b est quand il existe, le point Q d’affixe w telle que w = aw + b.
En d’autres termes, w est I’affixe du centre Q d’une similitude indirecte
d’écriture complexe z’ = aZ + b si et seulement si :
Z’-w=a(Z— w).
w=aw+b
w=aw+b
& w = adaw + ab+b
< (1 —ad)w = ab+b.

En effet w=a6+b(=>{
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Le centre Q de la similitude indirecte s d’expression complexe z’ = az + b,
existe si et seulement si le nombre complexe w existe . Examinons cette condition de
pres :

e Casl: 1—aa=0 etque ab+b=0 (par exemple lescas z = Z ou
z =e®Z)estle centre de lasimilitude s est le point 0.
e Cas2: 1—aa=0et ab+b#0,

La similitude indirecte s d’expression complexe z' = az + b, n’a pas de
centre. C’est le cas, les similitudes indirectes d’écritures complexe z = Z+ b ou
z =e®Z+ b (bnonnul) ne sont pas des similitudes indirectes a centre.

e Cas3: 1—aa+0

Le centre de la similitude indirecte s d’expression complexe z’ = az + b est
ab+b
1—aa’

le point Q d’affixe w telle que: w =

" Traduction complexe des éléments caractéristiques d’une similitude
indirecte a centre

Nous tenons tout d’abord a rappeler que si 1 — aa = 0 (c’est-a-dire si le
module de a est égal a 1), la similitude indirecte d’écriture complexe 7z =
az + b n’est pas une similitude indirecte a centre ; c’est le cas des réflexions et des
symetries glissées du plan. Dans ce cas I’axe de la similitude indirecte s est tout

simplement I’axe de la réflexion ou de la symétrie glissée.

Nous nous plagons dans cette partie dans le cas 1 — aa # 0 ; ce qui implique que
I”écriture complexe de la similitude est z’= ke (Z — @) + w.

e Le centre de la similitude indirecte d’écriture complexe z’ =az + b

Nous avons montré dans la partie précédente que si |a| # 1, le centre de la
similitude indirecte d’écriture complexe z’ = az + b est le point Q d’affixe w telle
ab+

1—aa

que: w =
e Le rapport de la similitude indirecte d’écriture complexe z’ = az+ b

Soit M le point d’affixe z et d’image le point M’ d’affixe z’, par la similitude
indirecte de centre le point Q d’affixe w et d’écriture complexe z” = az + b.
Pout trouver le rapport k de la similitude indirecte, exprimons la distance QM’
en fonction de la distance QM sous la forme QM = k QM.
OM = |z —w| = laz + b — (a@ + b)| = |al|z — | = |al|z — w| = |a|OM
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Le rapport de la similitude indirecte d’écriture complexe z’ = az + b est
k =|al.
e L ’axe de la similitude indirecte d’écriture complexe z’ =az + b

D’apreés le cours sur les similitudes indirectes, L’axe (a) de la similitude

indirecte est la droite globalement invariante par cette similitude s.

Pour tout point M de (A) d’affixe z et pour tout point M’ d’affixe z ,
s(M) =M’ < OM’' = kOM ©7’- w = k(z — o) .

- L’axe (a) de la similitude indirecte est par définition I’axe de la réflexion dont la
composee avec I’homothétie de centre Q et de rapport k est la similitude
indirecte.

- Une équation de droite fournie par cette caractérisation est une équation
cartésienne de I’axe (A) de la similitude indirecte s .

3.4 Activité préparatoire 2
" Enoncé

Donner I’écriture complexe et I’expression analytique de la similitude indirecte s de

centre (1,2) de rapport k = 2 et d’axe la droite (A) d’équation x —y + 1 = 0.

®  Analyse a priori

Cette activité vise la une mise en relation de la donnée des éléments
caractéristiques d’une similitude indirecte avec son écriture complexe et son

expression analytique.
e Objectif de I’activité 2

L’objectif pédagogique spécifique de I’activité préparatoire 2 est de permettre
a I’éleve d’étre capable de convoquer, de mettre en relation, d’articuler et de donner
signification a ses connaissances sur les elements caractéristiques d’une similitude

indirecte, en I’interprétant dans les cadres algebrique et analytique.

e Schéma adapté : Cadre géométrique—cadre algébrique—cadre analytique
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e Justification de I’activité

L’activite 2 vise la construction du sens et de la signification algébriques et
analytiques, de « la détermination d’une similitude indirecte par la donnee de ses
éléments caractéristiques ».

Cette activité permet en outre aux éleves de mobiliser leurs connaissances sur :
- L’interprétation algebrique et analytique des éléments caracteristiques d’une
similitude indirecte,
- La mise en évidence de cette interprétation dans I’écriture des définitions
algebrique et analytique d’une similitude in directe.
e Stratégies de réussite du sujet rationnel

Les stratégies de réussite en termes d’attentes de I’enseignant résident
dans :

- L’écriture complexe d’une homothétie et I’écriture complexe d’une réflexion
dont on connait les éléments caractéristiques.

- L’usage du programme de calcul pour traduire algébriqguement et du point de vue
de la composeée de transformation, la forme réduite d’une similitude indirecte
dont on connait les définitions complexes ou analytiques de ses transformations
composantes.

- Latraduction analytique de I’écriture complexe d’une similitude indirecte.

e Sources d’erreurs significatives de I’éleve

Les sources des erreurs pertinentes de I’éleve peuvent résider dans leurs
conceptions et leurs représentations erronées sur :

- L’écriture complexe d’une homothétie ou I’écriture complexe d’une réflexion
dont on connait les éléments caractéristiques.

- L’usage d’un programme de calcul algébrique (ou analytique) pour traduire
algebriquement (ou analytiquement), la composée d’une homothétie et d’une
réflexion dont I’axe contient le centre de I’homothétie.

- Latraduction analytique de I’écriture complexe d’une similitude indirecte.
3.4.3 Activité 2 : solution

1) Ecriture complexe de la similitude indirecte s
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Soit s, est la similitude indirecte de centre ©(1,2) de rapport k = 2 et d’axe
la droite (A) d’équation x —y + 1 = 0. De ce qui précede, la formé réduite de la
similitude indirecte sest: s = hoS,) = S, 0h

- Donnons tout d’abord I’écriture complexe de I’homothétie h.
h est I’homothétie de centre le point Q(1,2) d’affixe w = —1 et de rapport k = 2.
Remarquons tout d’abord que le centre Q de la similitude indirecte s appartient a
I’axe de cette similitude.
L’écriture complexe de I’homothétie hest: z” —1 — 2i = 2(z — 1 — 2i), C’est-
a-dire z’=2z-—1-2i.
- Donnons ensuite I’écriture complexe de la réflexion S,
(A) est la droite d’équation x —y +1 =0
- Point d’intersection K de I’axe (A) avec I’axe des abscisses
Le point K de la droite (A) dont I’ordonnée est nulle est défini par : K(—1,0).
- L’angle de la rotation de centre K qui transforme I’axe des abscisses en (A)
Le vecteur ¥(1,1) est un vecteur directeur de la droite (A) . Le vecteur a pour
affixe le nombre complexe z; = 1+i = V2 (cos +isin7) . Dol
L’axe (A) de la similitude indirecte s est I’image de I’axe des abscisses par
la rotation de centre K(—1,0) et d’angle % .Soit r = r(K, g) = 5(4)0S 1)
d’ol S,y =10S(0)) -
Conclusion

- L’écriture complexe de la rotation r est : z’+1=ei%(z + 1), c’est-a-dire

z’ =iz — 1+ i etl'criture complexe de S étant z’=z, I’écriture complexe de la
reflexion Sy est: z’ =iz—1+1.

- Ecriture complexe de la réflexion S,)

Nous venons de construire les écritures complexes respectives de h et S,
suivantes: h:z’=2z—1-2i et S 2 =iz—1+1.

Par ailleurs s = hoS,) ; I’écriture complexe de s = hoS,) est :
z=2(z—1+i)—1-2i;cequidonne:z’=2iz—3.

2) Definition analytique de la similitude indirecte s
A partir de I’étude que nous venons de faire, on peut conclure que
I’expression complexe de la similitude indirecte s de centre Q(1,2) de rapport
k = 2 et d’axe la droite (A) d’équation x —y+1=0est: z” = 2iz— 3.
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Posons z=x+iyetz = x’+ iy’ etexprimons x’ et y’ en fonction
de x et y sous la condition z’ = 2iz — 3.

z'= 2iz—3 x’=_3+2
z=x+1iy & x +iy =(-3+2y)+i(2X)= { ;L y
z = x +iy’ y =2x

3.5 Ecriture complexe et expression analytique d’une similitude indirecte

Soit S, la réflexion d’axe (A) passant par le point Q d’affixe w = x( + iy,
centre de I’homotheétie de rapport positif k . On désigne par S la similitude indirecte
hoSca)y = Scayoh .

On considere M et M’, les points d’affixes respectives z” = x + iy etz = x’ +

y.
Dans les traductions complexe et analytique de la relation S(M) = M’, il ya
équivalence entre les énoncés suivantes :
() 2 —w = ke (z — @)
. [x_rkcos® —ksinO1[ X — Xo Xo
(1) [y']:[ksine kcos@ ] -y + 3’0] T [}’0]

L’écriture algébrique de I’égalité (i) et la propriété de I’égalité de deux nombres
complexes écrits sous leurs formes algébriques peuvent permettre de démontrer
I’équivalence entre les énonces (i) et (ii).

Remarque

Sous les conditions du théoreme, I’écriture complexe de I’homothétie h est :
z’ — w = k(z — w), I’écriture complexe de la rotation r = 5.,y0S o) est
z’ — w = e (z — w) et I’écriture complexe de la réflexion S¢oy) est z” = Z.
Par le programme de calcul de I’affixe z* du point M’, image du point M
d’affixe z par la similitude indirecte s = hoS(,y = horoS(g), On:

7z’ —w = ke'® (Z — ) : cette écriture complexe de la similitude indirecte s est
équivalente aux conditions affine et matricielle de (ii).

3.6 Exercice d’application

= Enoncé

38



On considere la transformation s du plan qui a tout point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe z’' tellesque : z' = 2iz+ 2 +i.

1) Montrer que s est une similitude indirecte.

2) Déterminer les éléments caractéristiques.

3) Donner la forme réduite de la similitude indirecte s.

4) Proposer deux programmes de construction de I’mage M’ d’un point M par

la similitude indirecte s.

= Reésolution de I’exercice d’application

1. Montrons que s est une similitude indirecte.

Le programme decalcul : z+> z; =Z+>z =2iz; +2+i=2iz+2+i de
I’expression z’ = 2iz+ 2 + i, nous permet d’appréhender la transformation
s comme la composée de sa similitude directe associée S d’expression complexe
z =2iz+ 2+ i etde laréflexion d’axe (Ol), d’expression complexe z” = z. La

transformation s est une similitude indirecte.
2. Déterminons les éléments caractéristiques.

e Lecentre de lasimilitude indirecte s

b+b _ 2i(2—i)+2+i 4 5, .
Le nombre complexe @ = ——— = d 11_)4 -= — — 1 estsolution de

I’équation z = 2iz+ 2 + i : le point Q(—g, —g) est le centre de la similitude
indirecte s.
e Le rapport et I’axe de la similitude indirecte s

- Le rapport de la similitude indirecte s est k=|2i|=2.

- Déterminons I’axe de la similitude indirecte s
M(x,y) € ()7 -~ @ =k(z—w) & 20Z+2+i+5+2i=2(z+
+2D)
Cette condition conduita (A):3x —3y—1=0

- On peut verifier que le point Q(—%, —g) appartient a I’axe (A) de la similitude

indirecte s.
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3. Donner la forme réduite de la similitude indirecte s.

E), de

e En conclusion, s est la similitude indirecte de centre le point Q(—%, =3

rapport k=2 et d’axe la droite (A) d’équation 3x —3y — 1 = 0.
e Enposant h = H(£2,2), on peut écrire que : s=hoS,y = S(,)oh .
4. Programme de construction de I’image d’un point par la similitude

indirecte s

La construction de I’image d’un point M par la similitude indirecte s peut se
faire de deux maniéres différentes :
e La construction de I"image M; du point M par la réflexion S,), puis et enfin
la construction de I’image M’ du point M, par I’homothétie h.
e La construction de I’image M, du point M par I’homothétie h, puis et enfin la
construction de I’image M’ du point M, par la réflexion S,,.

40



CHAPITRE 4 : QUELQUES APPLICATIONS DES SIMILITUDES

4.1 Agrandissement et réduction de I'image "en grandeur réelle” d’'un

objet visible ou invisible

=  Agrandissement : image visible d’un objet du ""monde insaisissable de

I’infiniment petit"

Dans le souci de permettre I’acceés par la vue a "I’image en grandeur réelle"
d’un objet du monde "insaisissable de I’infiniment petit”, la production d’une
représentation de cet objet par I’agrandissement de cette image a I’aide de
dispositifs appropriés (microscopes, etc.) contribue a donner du sens au concept de
"similitude” entre I’image "en grandeur réelle™ de I’objet (inaccessible par la vue) et
la représentation visible produite par I’instrument d’observation.

. A
A gauche : un poil de
Photo agrandie La téte d’un embryon  barbe coupé au rasoir
de la poussiere (Eufs de papillon  de poisson-zebre, manuel ; a droite : un
domestique grossi 500 fois poil de barbe coupé

au rasoir électrique
Source : dailygeekshow.com/.../le-monde-insaisissable-de-linfiniment-petit-comm.

[] Réduction : représentation d’objet invisible et ""tres éloigné™ et d’objet
visible et "'trés grand™.

La production sur papier, écran ou sur tout autre support exploitable des
représentations des planétes, continents, pays, des villes, localités, etc., permet a
I”’homme d’accéder aux objets invisibles ou insaisissables a cause de leur
éloignement ou de la complexité de leur étendu. Dans les usages qui en sont faits,
ces productions doivent leur pertinence et leur importance, a la similarité en termes
de forme, de dimensions et d’apparence entre I’objet observé ou exploré et sa
représentation fournie par I’instrument utilise.

41



Systeme solaire Notre bonne vieille
http://www.le-systeme- Terre vue du satellite
solaire.net/systemesolaire.html Suomi NPP (voir
I’article de Geek Café )

Photo de mars

en 1980 prise par
le vaisseau Viking 1

COR G

7

nr'v:\.l

+hwn Py

I_I._'_'. ) .:w a tyardalh
| T 1
_‘_-:- 3 ...._.- 1 =
.'HI.I"'PM - O e . 3004|
Carte de I’Afrique Carte de I’Afrique centrale Carte du Congo Brazzaville

Source : http://www.luventicus.org/cartes/afrigue/afriquecentrale.html

4.2 Objet et image en optique géométrique.

e "Similarite" entre I’image par une lentille convergente et I’objet

Echelle: 1,0 cm & 10 cm

Sur de dessin || En réalité

Taille de I'objet 1,7 cm 17 cm
Taille de I'image 1,4 cm 14 cm
Distance OA’ 3,3cm 33 cm

- Caractéristiques de I'image : L’'image est renversée et est plus
petite que I'objet.

Nature et rapport de la similitude plane mise en évidence?
Source : http://scphysiques2010.voila.net/1sph01c.htm

42


http://www.luventicus.org/cartes/afrique/afriquecentrale.html
http://fr.wikipedia.org/wiki/Suomi_NPP
http://geekcafe.fr/photo-la-planete-terre-comme-vous-ne-lavez-jamais-vue/
http://fr.wikipedia.org/wiki/Viking_1
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e "Similarité" entre I'image par un miroir plan et I'objet

. Miroir

Bougie Reflet
(objet réel} (image virtuelle)

Une bougie et son image par un miroir plan

Nature et rapport de la similitude plane mise en évidence?

e Le sténopé (ou chambre noire) : "similarité" entre I'image et I'objet

chambie noire
ﬂﬂ. Bi
.x%ﬂ}%--x
~_ 0
D————————==
.-"f..
- o
.-'"J.-'--'
[
B

"les débuts de la photo" :sténopé, chambre noire et claire

http://www.nicolasleclerc.com/2012/04/11/histoire-de-la-photo-1-chambre-noire-et-claire-stenope/
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CHAPITRE 5 : EXERCICES

5.1 Devoir sur table

= Enoncé du devoir sur table

Donner I’écriture complexe de la similitude indirecte s de centre Q(1,2), de

rapport k = 2 et d’axe (&) la droite d’équation y = 2.

= Analyse a priori du devoir sur table

e L ’objectif de I’exercice

L’ objectif de cet exercice est de permettre aux éleves de mobiliser leurs
connaissances pour I’écriture complexe d’une similitude indirecte dont I’axe ne
rencontre pas I’axe des abscisses comme nous I’avons consideré dans le theoreme
2.4.2, pour provoquer un changement de regard sur la définition d’une similitude

indirecte a trois caractéristiques (centre, rapport et axe).
e Les objectifs pédagogiques spécifiques

Les objectifs spécifiques de I’exercice résident dans notre souci de permettre a
I’éléve d’étre capable de convoquer et de mettre en ceuvre de maniére adéquate :

- Larelation entre les éléments caractéristiques d’une homothétie et d’une
réflexion et leurs ecritures complexes respectives.

- Larelation entre I’équation cartésienne d’une droite et I’écriture complexe de la
réflexion par rapport a cette droite

- Un programme de calcul algébrique permettant d’obtenir I’écriture complexe de
s a partir des écritures complexes de I’nomothétie et de la réflexion composante.
e Sources d’erreurs significatives de I’éleve

Les sources d’erreurs significatives de I’éléve peuvent résider dans ses
représentations et ses conceptions obstacles en lien avec :

- Larelation entre les éléments caractéristiques d’une homothétie ou d’une
réflexion et leurs écritures complexes respectives.

- Larelation entre I’équation cartésienne d’une droite et I’écriture complexe de la
réflexion par rapport a cette droite
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- Un programme de calcul algébrique permettant d’obtenir I’écriture complexe de
s a partir des écritures complexes de I’nomothétie et de la réflexion composante.
= Corrigeé du devoir sur table

s = hoS,) ; h est I’hnomothétie de centre (1,2) et de rapport 2 et 5,), la
réflexion d’axe (A) .

La droite (a) est I’image de I’axe des abscisses (Ol) par la translation de
vecteur v°(0,2). On peut donc poser t; = S40Son 5 S(a) = t220S(or) -

L’écriture complexe de S,) est donc z’ = z + 4i et I’écriture complexe de h est
7 —1-2i=2(z—1-2i);Cest-a-dire z =2z —1— 2i.

L’écriture complexe de la similitude indirecte sest: z’ = 2(Z + 4i) — 1 — 2i
c’est-a-dire z' =2z — 1 + 6i.

5.2 Devoir « maison »

5.2.1 Devoir « maison » n°1
ABC est un triangle equilatéral de sens direct et de centre O. Donner I’écriture
complexe de la similitude directe de centre O qui transforme le point A en milieu du
coté [BC].
5.2.2 Devoir « maison » n°2
OAB est un triangle rectangle isocéle en O et de sens direct. s est la similitude
indirecte de centre O et qui transforme le point A en milieu du segment [OB].
Déterminer le rapport, I’axe de la similitude indirecte s, donner son écriture
complexe et son expression analytique relativement a un repére convenablement

choisi.

5.3 Exercices d’approfondissement
5.3.1 Similitudes directes
Exercice 1
A et B sont les deux points d’affixes respectives z, et zz. Dans chacun des cas
suivants, interpreter en termes de similitude directe de rapport k et d’angle 6, la

relation zz=ke® z,.
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1. AB =2 et Mes(04,08) = —~.

2. ZA:—Zei%ZB
2. ZB = (—ZL)ZA
Exercice 2

Dans chacun des cas suivants, interpréter le point d’affixe z, comme image d’un point
B qu’on précisera par une similitude directe de votre choix dont on précisera les éléments

caractéristiques et I’écriture complexe.

1. z; =1+4iV3
2. AB =2 et Mes(04,0B) = —~.
4
3. ZA:—ZeigZB
4. ZO = (—ZL)ZA
1-i
5. Zy = TN?ZB
6 ZB = (1 + i)ZA
Exercice 3

Dans chacun des cas suivants, proposer un programme de construction du point A
d’affixe z4, en tant qu’image du point I d’affixe 1 par une composée de deux

similitudes directes dont on preécisera les éléments caractéristiques :

. T
1. Zy 2e ( 12 3 4)

2. 7= —2(1+10)e's

1—i
1+iv3

Exercice 4

3. Zy =

A, B et C sont les points d’affixes respectives z,, zp et z . Dans chacun des cas
suivants, déterminer le rapport k et I’angle 6 de la similitude directe de centre A qui

transforme B en C :
1. ZB —_ ZA = (1 + i)(ZC — ZA)'
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2. zp—zp = (1 —1)(z4 — 2¢)
3. Zy —Zp = —2(1 + i)(ZC _ZA)

Zgp—Zyp 1+i
4. S
Za—z¢  1+4iV3

Exercice 5

Une similitude directe, de centre A, d’angle —% et de rapport 2 transforme un

point B en un point C. Parmi les relations suivantes identifier et justifier celle (s) qui

lie (nt) les affixes respectives z4, zg et z- des points A, B et C.
1. Ze — Zy = (1 — l\/§)(ZB — ZA)'
2. Zp — Zy = (1 + l\/§)(ZC‘ — ZA)
3. Zc —Zy = (—1—i\/§)(ZA—ZB)

Exercice 6

Dans chacun des cas suivants, donner I’écriture complexe et les éléments
caractéristiques de la similitude directe S qui a tout point M (x,y), associe le point

M’ (x’,y") tels que :

. { x =V3x—y+1
' y'=x+\/§y—\/§+1

1. X=x+yety =—x+y
Exercice 7

Dans chacun des cas suivants, donner I’écriture complexe de la similitude

directe s :

1. s = 5,08, est lacomposee de S; la similitude directe, de centre Q4(0,1)

d’angle —% et de rapport 2 et de S, est la similitude directe, de centre Q,(1,0)

et d’angle % et de rapport %
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2. §; est la similitude directe, de centre (i), d’angle —% et de rapport 2 ;

soS; est la similitude directe, de centre Q(i), d’angle % et de rapport %

5.3.2 Similitudes indirectes

Exercice 1
Soit s est la transformation du plan qui a tout point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe z’ telles que z’ = Z + 1 — i. A partir I’écriture complexe de la
composee sos, donner la nature et les elément caractéristiques de s.
Exercice 2
1) Donner I’écriture complexe de la réflexion d’axe « la premiere bissectrice »
2) Donner I’écriture complexe de la réflexion d’axe (A) est la droite
d’équation x —y+1=0
Exercice 3

Soit s est la similitude indirecte d axe (A) et d écriture complexe de la

2T
forme z’= ke'3 z + b. Donner un vecteur directeur unitaire de ’axe (a).

Exercice 4

Donner un angle 6 d’une rotation qui transforme I’axe (Ol) en (A), axe de la
réflexion d’écriture complexe z’ = iz.

Exercice 5

Donner le centre et une equation cartésienne de I’axe de la similitude indirecte
s qui a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ tel que 2z’ = 2Z +
1—3i.

Exercice 6

48



Déterminer I’écriture complexe, le centre, I’axe et le rapport de la similitude
indirecte S qui transforme le point A(i) en B(1 — 5i) et le point C(—1) en
D(—1 — 3i).

Exercice 7

Donner I’écriture complexe de la similitude indirecte s de centre Q(1,2), de
rapport k = 2 et d’axe (a) la droite d’équation y = 2.

Exercice 8

Donner I’expression analytique de la similitude indirecte s qui transforme les
points A(i) et B(1) respectivement en B et C(1 + 2i).

Exercice 9

Donner I’écriture complexe, la nature et les élément caractéristiques de la
transformation du plan s qui a tout point M (x, y), associe le point M’(x’,y") tels
L x =2y
que : {y, — 9y 1
Exercice 10

Donner I’écriture complexe, la nature et les élément caractéristiques de la

transformation du plan s qui a tout point M (x, y), associe le point M’(x’,y") tels que :

1 T . /
{x = 2xcos > + 2ysin-+ 1

1] . T Vs
y = 2xsm§ — ZyCOSE -1
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5.4 Exercices résolus sur les similitudes planes

Introduction

Pour toute la suite, on considere le repére orthonormé direct (O,UI), O_j) ;en
d’autres termes 0,1 et J sont trois points distincts du plan affine euclidien orienté,
qui constituent dans cet ordre les sommets d’un triangle rectangle isocéle direct

d’hypoténuse v2 selon I’unité de mesure de longueur (cm, etc.), laissée au choix du
sujet dans la réalisation perceptive de figures géométriques.

Le but de cette partie de faire émerger la dialectique du statut d’outil et d’objet
de « la traduction complexe d’une similitude plane » (traduction ou interprétation)
entre les cadres géométrique et algébrique en résonnance avec notre regard porté sur
la ressource RB32, sous I’angle de vue des cadres et registres de représentations des
différents objets mathématiques convoqués dans une situation investie qui donne du
sens au concept « similitude plane ».

Les univers dans lesquels se déploie I’activité de I’éleve peuvent étre des milieux
au sens large de branches ou de cadres mathématiques. Régine DOUADY (1986) a
montré que les cadres mathématiques occasionnent et favorisent des opportunites de
constructions de représentations des objets mathématiques théoriques : du cadre
géomeétrique au cadre algébrique, analytique, perceptif, arithmetique, graphique, etc.
Les jeux de cadres sont ainsi des générateurs de représentations des objets
mathématiques théoriques, aussi précieux pour la compréhension et I’apprentissage
que pour la recherche de I’éleve en situation d’étude.

En prenant appuie sur les similitudes planes, I’objectif de cette partie est de
contribuer a offrir a I’enseignant des opportunités d’élaboration des outils
d’enseignement sous I’angle de vue des cadres et registres de représentations, afin
de lui permettre de faire face plus efficacement aux manifestations des conceptions
obstacles des éléves dans la perception, la convocation et I’usage des objets
mathématiques convoqués dans de situations dont I’investissement impose de
changements de cadres et de registres.

Dans cette perspective, nous nous appuierons particulierement sur la traduction
complexe et I’interprétation géometrique en retour de cette traduction des objets
théoriques ayant une fonction d’outils ou d’objets dans les actions de
I’investissement des situations qui donnent sens au concept « similitude plane », en
partant des fondements des traductions et interprétations dans les cadres algébriques
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et géométrique des pré-requis en lien avec les nombres complexes et les isométries
et homothéties planes (voir tableau) :

Objet géométrique théorique
ayant le statut outil/objet dans
I’action adéquate a mener

Traduction et interprétation réciproques

Cadre géométrique

Cadre algébrique

Relation S(M) = M’
exprimée explicitement ou
implicitement par les éléments
caractéristiques de la similitude
plane S

Définition géométrique
de S dans le registre des points sans
cordonnées (rbles explicites des
éléments caractéristiques de S)

Définition algébrique de S dans le
registre des nombres complexes sans
parties réelle et imaginaire (rdle
explicite des traduction algébrique
des éléments caractéristiques de S)

Ecriture complexe de S (rdle
implicite des traduction algébrique
des éléments caractéristiques de S)

Définition analytique
de S dans le registre des points avec
coordonnées (rbles implicites des
éléments caractéristiques de S)

Forme algébrique de la traduction
complexe de la relation S(M) = M’
dans le registre des nombres
complexes avec parties réelle et
imaginaire (réle implicite des
traduction algébrique des éléments
caractéristiques de S)

Relation S(M) = M’ sous la
condition S = hoi = ioh
(i désigne la rotation d’angle 6
ou la réflexion d’axe (A) qui
laisse invariant le centre Q de
I’homothétie h de rapport k)

Deux programmes de construction

géométrique du point M’a partir du

point M, dans le registre des points
sans coordonnées :

Deux programmes de calculs
algébriques de I’affixe z’ du point
M’a partir de I’affixe z du point M,
dans le registre des nombres
complexes sans leurs parties réelle et
imaginaire :

M— M, =i(M)— M =h(M)

ZV—z1 >z

M— M, =h(M) » M = i(M,)

z|—>22|—>z’

Figure : une représentation
perceptive de la relation
S(M) = M’ sous la condition
S = hoi = ioh

Points invariant par la similitude
plane S (invariance point par
point)

Le centre éventuel Q de la
similitude plane S

L’affixe w du centre Q, invariante
par le programme de calcul

Axe (A) de la similitude indirecte
S (lieu géométrique de
I’invariance globale)

Me(h) < [S(M) = M’ et M’e(A)]
& [S(M) = M’ et QM = kQM]

L’affixe z’ de I’mage M’ d’un point
M d’affixe z de I’axe (A) de la
similitude indirecte S vérifie :

7’- w=k(z- w)
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5.4.1 Exercices résolus sur les similitudes directes planes

Les objectifs pédagogiques spécifiques des series d’exercices 1,2,...et 12,
visent la mise en relation de la définition géométrique et de la définition complexe
d’un déplacement et d’une homothétie; de la composée d’une rotation et d’une
homothétie de méme centre (similitude directe hor = roh = S(0, 0, k)), par les
traductions réciproques dans les cadres géométrique et algébrique de leurs éléments
caractéristiques, de leurs définitions géométriques et complexes, notamment la
relation caractéristiqgue géomeétrique ou algebrique entre un point M d’affixe z et son
image M’ d’affixe z'.

Les exercices 13, 14 et 15 integrent les objectifs pédagogiques spécifiques
d’écriture complexe de la composée de deux similitudes directes et de la réciprogue
d’une similitude directe.

1. Traductions réciproques dans les cadres géométrique et algébrique de
I’élément caractéristique et de la relation entre un point M d’affixe z et son

Image M’ d’affixe z’ par une translation

1) Exercice
Enoncé
Soit , la translation de vecteur 1(3,2) qui transforme le point M d’affixe z en
M’ point d’affixe z’. Donner les valeurs des deux coefficients a et b de la relation
Z =az+b.
Eléments de la solution
L’écriture complexe de la translation t; est: z' = z + z; ; C'est-a-dire
Z =z +3+ 21, puisque zz = Zyg;,,57 = 3 + 21
a=1letb=3+2i
2) Exercice
Enoncé

On considere la transformation du plan d’écriture complexe z’ = z + i — 2. Donner

la nature et I’élément caractéristique de cette transformation.
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Eléments de la solution
Il s’agit de la translation de vecteur 1 (—2,1)
3) Exercice

Enoncé

Soit t3, la translation le vecteur % ,qui transforme le point A d’affixe
z4 =1 —3ien B, point d’affixe zp = 2 +i.
Donner I’affixe z; du vecteur © de la translation t; puis I’écriture complexe
dety. zzg=-+i.. et zZ2=-z+-
Eléments de la solution
L affixe du vecteur u de translation t;; est :
Zy=Zzz =2Zp—Zy = (2+1) — (1 —-3i) =1+ 4i.
L’ecriture complexe de la translation t; est: 2z’ = z + z ; c'est-a-dire
Z =z+1+4+4i.
2. Traductions réciproques dans les cadres géomeétrique et algébrique des

éléments caracteéristiques et de la relation entre un point M d’affixe z et son

image M’ d’affixe z’ par une rotation

4) Exercice

Enoncé
T

Soit r, la rotation de centre le point Q(1,—1) etd’angle 8 = 3
Dans I’écriture complexe z’ = az + b de r, quels sont le module de a,
I’argument principal de a et la valeur de 1%{ ?
Eléments de la solution

lal =1, Arg(a) = %etlbfa = 1 — i (affixe du centre Q(1, —1))

5) Exercice

Enoncé
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Soit r, la rotation qui aux deux points A et B d’affixes respectives zy, = 1 + i

et zg = 1 — i associe respectivement les points A’ et B’ telles que z4» = 2i et

)

zp = 2+ 2i. Donner I’écriture complexeder. 2z =--z+ ..

Eléments de la solution
L’écriture complexe de r est du type z’=e'® z + b. Par la traduction complexe

des relations r(A) = A’ et r(B) = B’ au moyen de cette équation, on a le systéeme :

{ZA' - e;ZZA b - qui conduitd e =ieth =1+1.
zgr =e%Yzp+ Db
Z=iz+1+1

6) Exercice

Enoncé

Soit r, la rotation de centre le point Q d’affixe w = —i ; qui transforme le point
A d’affixe z4 = 2 —ien A’, point d’affixe z;» = —3i.
Donner I’écriture complexe de r.

Z=-z4+ ..
Eléments de la solution

L’écriture complexe de r est du type z’=e'®z + b. Par la traduction complexe des
relations r(A) = A’ et r(Q) = Q au moyen de cette équation, on a le systéeme :

— ,if .

{ZA —€ +b;quiconduita e = —jeth=1-—1.
w=e%w+b

Z =—iz+1—1i

3. Traductions réciproques dans les cadres géométrique et algébrique des
éléments caracteristiques et de la relation entre un point M d’affixe z et son
image M’ d’affixe z’ par une homothétie
7) Exercice

Enoncé

Soit h, I’homothétie de centre le point Q d’affixe w = 1 — i et de rapport

)

k = —2. Donner I’écriture complexede h. z' =--z+ ..
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Eléments de la solution
L’écriture complexe de h est du type : z’ — w = k(z — w); ce qui se traduit par
larelation: z2 = -2(z—1+i)+1—i.dou z = —-2z+ 3 — 3i.
8) Exercice
Enoncé
Soit h, I’homothétie qui aux deux points A et B d’affixes respectives z4 = 1 +
i et zg = 1 — i associe respectivement les points A’ et B’ tellesque z,» = 2 + i et
zp = 2 — 3i. Donner I’écriture complexede h. z’ = ---z + ...
Eléments de la solution
L’ écriture complexe de h est du type z’=kz + b. Par la traduction complexe

des relations h(A) = A’ et h(B) = B’ au moyen de cette équation, on a le systeme :

ZA':kZA+b_ . N - B ) , w
{ZB’ =sz+b’qu'C°nd“'ta k=2etb=1+1i.2=2z—1.
9) Exercice
Enoncé

Soit h, I’homothétie de centre le point Q d’affixe w = —i ; qui transforme le

point le point A d’affixe z, = 2 en A’, point d’affixe zy» = 1 — %i.

Donner I’ecriture complexede h. 2’ = -z + ...
Eléments de la solution
L’écriture complexe de h est du type z’=kz + b. Par la traduction complexe
des relations r(A) = A’ et r(Q) = Q au moyen de cette équation, on a le systeme :

{ZA'=kZA+b_
w=kw+b’

4. Traductions réciproques dans les cadres geométrique et algébrique des

) - 1 1, , 1 1.
quiconduita k =-etb=—=i.z =-z — 1.
2 2 2 2

éléments caracteéristiques et de la relation entre un point M d’affixe z et son
image M’ d’affixe z’ par une similitude directe hor = roh = S(2,0, k)
10) Exercice

4 7

Enoncé
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Soit s, la similitude directe de centre le point Q d’affixe w = 2i, de rapport 2
et d’angle % Donner I’écriture complexede s. z' = -z +

Eléments de la solution
L’écriture complexe du type : sest z' —w = ke’ (z — w) C'est-a-dire :
7 = 2e'6(z — 2i) + 2i; ce qui donne z’=(v/3+i)z+2+ (2 — 2+/3) i.

11) Exercice

Enoncé

Soit s, la similitude directe de centre le point Q d’affixe w = i, qui transforme
le point A d’affixe z4 = —2i en A’, point d’affixe z4» = 2 + i. Donner I’écriture
complexedes. z' =z +

Eléments de la solution

L’écriture complexe de s est du type z’=az + b. Par la traduction complexe

des relations s(4) = A’ et s(Q) = Q au moyen de cette équation, on a le systeme:

{zAr =az,+b

o s 2. _2, .
wzaw_l_b,quwondwtaa—3letb st

, 2, 2, .
Z =zlz+-+1.
3 3

12) Exercice
Enoncé

Soit s, la similitude directe qui transforme les points | et B d’affixes respectives
z; =1etZy = 2ienCetDrespectivementtelsque z, =1+ietzy, = -2+ 2i.
Donner I’écriture complexe de la similitude directe s, I’affixe de son centre, son rapport et

son angle.
z =--z+ ..;affixeducentre: ... ;rapport:... etangle: ...
Eléments de la solution
2 =~2e'tz : affixe du centre : 0 : rapport : V2 et I'angle : %.

Ecriture complexe d’une composée de similitudes directes

13) Exercice

Enoncé
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Soit 71, la similitude qui a un point M d’affixe z associe le point M; d’affixe
zydonneeparz; = iz —1—i
Soit r,, la similitude qui a un point M d’affixe z associe le point M, d’affixe
zy donnéeparz, = (1—i)z — 1+ 3i
Définir la transformation f qui envoie M; sur M, par son écriture complexe
e

Eléments de la solution

r; envoie M sur M, et f envoie M; sur M, ; comme r, envoie M sur M, , on peut
écrire que r, = fory etdonc f = ryor{ L.
L’écriture complexe de r{ lest: z = —iz; —i+1.0na:
z,=(1-)z—-1+3i=1—-i)(—iz; —i+1) =1+3i : z,=(-1-1)zy — 1 +1

14) Exercice

Enoncé

Soit S;, la similitude directe, de centre Q,(0,1), de rapport 2 et d’angle —% ets, la

similitude directe, de centre ,(1,0), de rapport % et d’angle% :
Donner I’écriture complexe de la similitude s = S;0S,
zZ =t .,
Eléments de la solution
La détermination de I’écriture complexe de S; donne: z; = (1 —+/3i)z —+/3
La détermination de I’écriture complexe de S, donne: z, = % iz +1 —% i
Enfin 2 = (§+% i)z+1-2V3-iG+V3)
15) Exercice
Enoncé

Soit S la similitude directe, de centre Q, (i), d’angle —% et de rapport 2 et s la similitude

- : . 1
telle que soS; est la similitude directe, de centre Q(7) et d’angle % et de rapport -
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Donner I’écriture complexe de la similitude s: z’ = -+ +
Eléments de la solution
La détermination de I’écriture complexe de S; donne: z; =2iz +2+i

o o ol 1.

La détermination de I’écriture complexe de soS; donne: z = Sz +ot i
_ o L, 1, 1,
Comme s=(s0S;)oS; ! et I’écriture complexe de S7! étant 2z’ = —siz =+

. — [N _ BN G E
Ona.z—zl( S iz 2+l)+2+l.Z—4Z+4l.
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5.4.2 Exercices résolus sur les similitudes indirectes planes

Les objectifs pédagogiques spécifiques des séries d’exercices 1,2 et 3 visent la
mise en relation de la définition géométrique et de la définition complexe d’'un
antidéplacement et d'une homothétie; de la composée d'une réflexion S,y et d’'une
homothétie dont le centre appartient a I'axe (A) de la réflexion (similitude indirecte
hoSy = Syoh = S(2, (A), k), par les traductions réciproques dans les cadres
géométrique et algébrique de leurs éléments caractéristiques, de leurs définitions
géométriques et complexes, notamment la relation caractéristique géométrique ou
algébrique entre un point M d’affixe z et son image M’ d’affixe z’. Nous montrons dans
I'exercice 6 que la traduction complexe d’'un élément caractéristique de S({2, (4), k)
aide a l'usage de d'un programme de calcul qui rend le plus compte de la composée
hoSy = Sayoh = S(£, (4), k) pour déterminer les autre éléments caractéristiques de

S(Q, (4), k).

1. Traductions réciproques dans les cadres géométrique et algébrique de I'élément
caractéristique et de la relation entre un point M d’affixe z et son image M’ d’affixe
z’' par une réflexion d’axe(A)

1) Exercice (réflexion: du cadre géométrique au cadre algébrique)
Enoncé
Soit Sy la réflexion d’axe "la premiere bissectrice” (la droite d’équation
Yy = X), qui a tout point M d’affixe z, associe son image M’ d’affixe z’ telles
que: z' = azZ + b .Donner les valeurs des nombres complexes a et b.
Astuce
La caractéristique (I'axe) (A), de la réflexion S,y étant représentée dans le cadre
analytique, plus précisément dans le registre des équations cartésiennes de droites
du plan, on peut s’appuyer sur les relations entre les parties réelles et imaginaires
respectives de z et z’ fournies par cette équation pour obtenir I'écriture complexe
projetée.
Eléments de la solution
Z =az+ b (a=1etb=0)

2) Exercice
Enoncé (réflexion: du cadre géométrique au cadre algébrique)

Soit S, la transformation du plan qui a tout point M d’affixe z, associe son image M’
d’affixe z’ telles que z’ = iZ — 1 + i. Montrer que S est une réflexion et donner une
équation cartésienne de son axe (A).

Astuces
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E
[ ]

Pour montrer que S est une réflexion, il suffit de montrer par "l’outil de la
traduction complexe" que S est un antidéplacement qui admet un point
invariant ou alors que S est un antidéplacement involutif (SoS=idp).

Pour déterminer une équation cartésienne de I'axe de S, il suffit de déterminer
une relation caractéristique de I'axe entre les coordonnées x et y du point
M(x,y) tel que S(M) = M par "I'outil de la traduction complexe de cette
condition" et en tenant compte de la propriété de I'égalité de deux nombres
complexes écrits sous la forme algébrique.

Si 5, estla réflexion d’axe (A) et d’écriture complexe z' = ez + b, alors

7z —z = t(x,y)zz (t(x,y) réel et 7, un vecteur normal de (A) ) : cette propriété

est la traduction complexe de la colinéarité des vecteurs W et 1, sous la
condition S(M) = M. Une équation cartésienne de I'axe (A) s’écrit alors
t(x,y) = 0. (t(x,y) s’écrit sous la forme

t(x,y)=ax + By + y et est en outre un outil de production de I'écriture
complexe de S,)).

lIéments de la solution

S est un antidéplacement puisque son écriture complexe est de la forme

z = e Z + b et plus précisément une réflexion car I'écriture complexe z’ = z
de SoS.

A):x—y+1=0.

2. Traductions réciproques dans les cadres géométrique et algébrique des éléments
caractéristiques et de la relation entre un point M d’affixe z et son image M’

d’affixe z’ par une symétrie glissée

3) Exercice (symétrie glissée: du cadre algébrique au cadre géométrique)

Enoncé

Soit S, la transformation du plan qui a tout point M d’affixe z, associe son image M’
d’affixe z’ telles que z’ = iz + 2i. Montrer que S est une symétrie glissée et donner
une équation cartésienne de son axe (A) et les composantes de son vecteur v.

Astuces
Pour montrer que S est une symétrie glissée, il suffit de montrer par "l’outil de
la traduction complexe" que S est un antidéplacement qui n’admet pas de
point invariant ou alors que S est un antidéplacement qui vérifie (SoS=t,3), U
étant un vecteur non nul. Ce moyen permet en outre de déterminer ce vecteur
v de la symétrie glissée.

La détermination de I'axe (A) peut alors suivre par la traduction complexe de
I'écriture Syy=t_z0S = Sot_g. En effet la conjonction de propositions (

SoS=t,z et S = t30Sn) = S»)0t3) est équivalente a
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S(A):t_gOS = SOt_g.
Eléments de la solution

Les écritures complexes respectives de SoS=t,; etde S,)=t_30S = Sot_3 sont:
z'=z+2(1+i) (expression complexe d’une translation) etz =iz—1+1i. D’ou
7(1,1) et (A) la droite d’équation: x —y + 1 = 0.

4) Exercice (symétrie glissée: du cadre géométrique au cadre algébrique)
Enoncé
Soit S, la symétrie glissée d’axe la droite (A) d’équation y = —x, de vecteur
7(1,—1) et qui a tout point M d’affixe z, associe son image M’ d’affixe z". Donner
I’écriture complexe de S.
Eléments de la solution
e Ecriture complexe de la translationt;: 2z =z +1—i

e Donnons I'écriture complexe de la réflexion S,y: (O_I,) V) = —% [2m], donc
r(0, — %) = 5)0S(x"0x) ; Onaalors Sy = r(0, — g)os(x'Ox)

La traduction complexe du programme de construction de I'image du point M par
Say: M— S(X'Ox)(M) — 7 (0, —%) [S(x'Ox)(M)]= S(a)(M) détermine le programme
de calcul de I'affixe z’ de S(5y(M) suivant: z — Z +— z =—iz

o Ecriture complexe de S = S0ty = t505,)

Un programme de calcul de 7z’ affixe de M’ = S(M) en fonction de l'affixe z de M,
sous la condition § = S0ty = t30S5,) est:

Zr—)zlz—iz_l—>z'zzl+1—i;d’0l\l Z=—iz+1—1i.

3. Traductions réciproques dans les cadres géométrique et algébrique des éléments
caractéristiques et de la relation entre un point M d’affixe z et son image M’
d’affixe z’ par une similitude indirecte
hOS(A) = S(A)Oh = S(..Q, (A), k)

5) Exercice (similitude indirecte S(£2, (A), k) : du cadre géométrique au cadre
algébrique)
Enoncé

Soit S, la similitude indirecte de centre (2(1,1), d’axe la droite (A) d’équation:y = 1

et de rapport 2. Donner I’écriture complexe de la similitude indirecte S.

Eléments de la solution en trois points

e Ecriture complexe de I'homothétie h de centre 2(1,1) et de rapport

k=2:

61



Traduction complexe de la définition géométrique (énoncé ouvert):

h(M) =M < QM = 20M dans le registre des affixes sans parties réelles et
imaginaires, on a z’ — w = 2(z — w). Ce qui se traduit par :

Z—(+i)=2(z—(1+10),douz =2z—1—1i.

e Ecriture complexe de la réflexion d’axe (A) :
(4) est parallele a I'axe des abscisses et t,5; = 5(4)0Sy 0, donc
Sy = tpp0Syiox 12> Z > z =7+ Z,py d’ou z =Z+2i.
e Ecriture complexe de la similitude indirecte S = hoS,)=5)0h
S =hoSpy=Spyohizvz =z+2i—z =2(Z+2)—1—i
d’'ou z =27—1+3i.

6) Exercice (interprétation de la traduction algébrique d’une similitude
indirecte S(£2, (A), k) : du cadre algébrique au cadre géométrique)
Enoncé

Soit S, la transformation du plan qui a tout point M d’affixe z, associe son image
M’ d’affixe z’ telles que z’ = —3iz + 3 + 1.

Montrer que S admet un unique point invariant 2 d’affixe w. Proposer un
programme de calcul de z’- w qui rend le plus compte de la forme réduite
hoSy=S)oh de S. Déduire cette écriture le rapport de la similitude et donner une
équation cartésienne de son axe (A).

Eléments de la solution
e = i estl'affixe du pointinvariant 2 de § = hoSy=S0h
e Les deux pas d'un programme de calcul sus-évoqué sont :
Z—irzi—i=3@z—-i)etz;—i+>z —i=—i(z; — 1)
Ecriture complexe de h : z; = 3z — 2i et écriture complexe de Seay:

z =—iz+1+1i).

CHAPITRE 6 : REFLEXIONS PEDAGOGIQUES SUR LES
SIMILITUDES PLANES

6.1 Apercu du parcours de I’éleve vers les similitudes

La reconnaissance, la production et la reproduction par I’éléve, deés le cours
d’initiation d’objets sensibles iconiques, langagiers, des signes (les lettres, les
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chiffres, les ronds, les carrés, les rectangles, etc.) dans la lecture, I’écriture, le dessin,
etc., en prenant en compte des critéres en lien avec leurs formes, leurs dimensions,
leurs caractéristiques perceptives, apparaissent a notre sens comme des situations de
mise en evidence des propriétes des similitudes de I’espace ou du plan.

Nous présentons ici quelques compétences repérées dans les constructions de
figures a I’école primaire, avant d’envisager une genese du fonctionnement du
concept de similitude plane de la sixieme en classe de terminale C.

= Au cycle primaire

Dans les situations proposees aux eleves a I’école primaire, en lien avec
I’agrandissement ou la réduction de figures géométriques, les compétences suivantes
ont été repereées :

- Connaitre les propriétés de I’agrandissement/réduction d’une figure
- Réaliser I’agrandissement d’une figure sur quadrillage

- Réaliser la réduction d’une figure sur quadrillage

- Réaliser I’agrandissement d’une figure sans quadrillage

- Réaliser la réduction d’une figure sans quadrillage

- Réaliser des tracés géométriques avec soin et précision

- Utiliser une situation simple de proportionnalitt dans un probléeme
d’agrandissement et de réduction de figures.

= Au collége et au lycée

Cycle 1°" cycle 2nde 1°re T
- Symétrie par rapport ;\Isomeﬁrf@s eé |
Objet a un point - réflexion Isométries du -I?lr';:gtjuecttliejn u plan,
mathématiques | SYMEUIe parrapport  _yangjation  plan affines RO
. a une droite . S géométrique de
en lien avec Rotati - rotation euclidiens et A
les similitudes otation - homothétie  configurations similitudes planes
- Translation g -Traduction
planes - Théoréme de Thales - etc. planes Complexe de
etc. similitudes planes

6.2 "Similarité" de triangles et similitudes planes

Théme de réflexion 1 :

Deux angles a cotes perpendiculaires sont égaux ou supplémentaires. Dans le

cas ou ces deux angles ne sont pas supplémentaires, leurs sommets (colorés en bleu
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sur la figure) forment avec les points d’intersection des supports de leurs cotés

respectifs deux triangles.

1) Quel regard peut-on porter sur ces deux triangles sous I’angle de vue des
similitudes planes ?
2) Entermes de similitudes planes, quelles interprétations peut-on faire des

concepts "triangles semblables", "triangles superposables”, "triangles en
situation de Thalés", etc.?

6.3 Le théoreme de Thales : une fenétre de lecture de similitudes planes

Introduction

Le but de ce travail en atelier est de mettre a la disposition de I’enseignant des
outils mathématiques théoriques, des outils méthodologiques, des outils
épistémologiques et des outils didactiques susceptibles de lui permettre de
contribuer plus efficacement a I’appropriation de concepts géométriques par I’éléve.

Nous nous appuyons dans cet effort, sur le concept géométrique "similitude
plane”, ses éléments caractéristiques, ses propriétes, les interactions entre ces objets
mathématiques du point de vue de leurs réles, leurs effets et de leur importance dans
ces interactions et dans les interactions de ce concept avec ses destinataires, dans les
cadres géométrique, perceptif, algébrique, analytique et dans les registres de
représentations (systemes de signes) convoqués.

Les objets mathématiques théoriques sur lesquels nous nous centrons sont les
objets geométriques (points, parties du plan, relations, transformations, etc.
spécifiques au concept "similitude plane™), les grandeurs (longueur, rapport et angle)
et les mesures éventuelles de ces grandeurs.

L’objectif de contenu reside dans:
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e la mise en évidence de I’apport de I’outil "théoréme de Thales" dans la
construction par I’éléve du concept "similitude plane™.

e la mise en évidence des articulations entres les quatre parties du programme
"nombres complexes et géométrie”, "les isométries du plan” et "définitions
géomeétriques des similitudes planes” et "traduction complexe des similitudes
planes".

L’objectif méthodologue est déterminé a notre sens dans I’élucidation dans les
cadres sus-évoqués, des éléments caractéristiques, des propriétés et des procédés
d’investissement de ce concept, des interactions entre ces objets mathématiques du
point de vue de leurs roles, leurs effets et de leur importance dans ces interactions et
dans les interactions de ce concept avec ses destinataires.

Notre matériau est une configuration de triangles isocéles en situation de
Thalés et un questionnaire dont les réponses conduisent successivement a :

e L’identification des objets mathématiques théoriques explicites, implicites, de
leurs caractéristiques, leurs propriétés, des interactions entre ces objets
mathématiques du point de vue de leurs réles, leurs effets et de leur importance
et la définition géométrique d’une similitude plane;

e Latraduction dans les cadres algéebrique et analytique, des objets mathématiques
identifiés dans les cadres geometrique et perceptif.

Travail a faire en atelier

Pour toute la suite, on se place dans un repére orthonormé direct (O, 01, 0)).
(On considere que les vecteurs Ol et 0_]) sont unitaires, orthogonaux et gu’ils forment
dans cet ordre, un angle orienté de mesure principale + %).

1. Les données pertinentes

Dans le plan euclidien orienté, on considere deux triangles isoceles directs en
situation de Thalés QM M, et QM,M’. Les affixes respectives des points Q, M , M,
M, et M’ seront respectivement désignées par w, z, z, z, et z'.

On designe par 8, la mesure principale de I’angle (orienté positivement) au

sommet commun Q des deux triangles isocéle et par (4) leur médiatrice commune

. oM’
issue de ce sommet et on pose : k = —-.
1

2. Les consignes
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2.1.Repreésentation perceptive et traductions complexes des objets
géométriques explicites
1) Construire les deux triangles QM M; et QM,M'.
2) Construire la droite (4).
3) Préciser les roles, effets et importance des objets mathématiques Q, 6, k et (4)
dans ces constructions geométriques.
4) Donner la traduction complexe, dans le registre des nombres complexes :
= de chacun des triangles isoceéles QM M; et QM, M’

= de larelation de colinéarité entre les vecteurs QM; et QM’

= de larelation de colinéarité entre les vecteurs QM et QM,

= Préciser la traduction complexe des objets mathématiques Q, 9, k et (4) de
leurs réles, leurs effets et de leur importance dans les constructions
géométriques de 1) et 2) de la partie 2.1.

2.2.1dentification d’objets géométriques implicites particuliers

1) Quelles a votre sens, les transformations du plan qui trouvent du sens dans les
constructions geometriques des questions 1) et 2) de 2.1?

2) Quelles sont leurs éléments caractéristiques, les définitions géométriques et
leurs traductions complexes et les formes générales des écritures complexes de
ces transformations?

2.3.Mise en relation des objets explicites avec les objets implicites

1) Quelles sont a votre sens, les deux transformations du plan qui sont les
composees des transformations précédentes et qui trouvent du sens, dans deux
programmes de constructions du point M’ a partir du point M que comporte la
figure construite?

2) Quelles sont les éléments caractéristiques, les définitions géométriques et les
formes générales des écritures complexes respectives de ces deux
transformations en fonction des points indiqués dans la partie des donnees
pertinentes?

3) Définir les réciproques, les formes réduites respectives de ces deux
transformations et leurs traductions complexes.

Traduction complexe des transformations convoquées

4) Donner la traduction complexe des éléments caractéristiques, de définitions
géométriques et des écritures complexes respectives des deux transformations
identifiées.

5) Donner la traduction complexe des réciproques, des formes réduites respectives
(en termes de programmes de calculs) de ces deux transformations.

66



(Indication : chacune des deux transformations est la composee de
I’autre par la réflexion d’axe "I’axe des abscisses").

6.4 Lieu géométrique et construction du centre d’'une similitude plane

Théme de réflexion 3 :

Comment envisager la construction du centre d’une similitude plane de rapport
différent de 1, a partir de la donnée d’un point et de son image, sous I’angle de vue

du lieu géométrique d’un point variable M du plan affine euclidien ?
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