Projet Prenum-AC, ENS Yaoundé

1. Dénomination de la ressource et des contributeurs
Titre de la ressource COMPLEMENTS SUR LES FONCTIONS
Nom de I’étudiant KAMBOU DOPMO KLES BARNEY
Nom de I’encadreur de I’ENS Simeon FOTSO
Nom de I’'Inspecteur MOUNCHINGAM ABDOU SALAM

Nom de ’Encadreur du Lycée Pascal TSOULEU

2. Objectifs pédagogiques spécifiques

Objectif pédagogique spécifique 1: Rappel sur la notion de limite d’une fonction.

Objectif pédagogique spécifique 2: Déterminer la parité et la périodicité d’une fonc-
tion(si elle existe).

Objectif pédagogique spécifique 3: Déterminer les éléments de symétrie(s’ils existent).

Objectif pédagogique spécifique 4: Construire la courbe représentative d’une fonction
déduite d’une de ses parties a ’aide des éléments de symétrie.

Objectif pédagogique spécifique 5: Etudier les branches infinies d’une fonction.

Objectif pédagogique spécifique 6: Construire la courbe représentative d’une fonction

A ’aide de ’étude des branches infinies.

3. Liens avec les autres parties du programme

les autres parties du programme en lien avec les compl@ments sur les fonctionsj comme
cela se litjapporte des complments a 1’étude d’une fonctionfDonc on peut citer entre autresii
Etude d’une fonction réelle.
- Les fonctions logarithmes [EpEHiChnes -
- Les fonctions exponentielles.
Il faut aussi noter que la notion de complfment sur les fonction sera trffs importante pour
le jeune bachelier et ceci ds fles premiers cours de mathématiques a 'université dans la con-

struction et I'nterprétation des courbes planes vue dans les filiére scientifiques.

premun-ac/memoire de DIPESII @ 2012-2013 KAMBOU DOPMO KLES BARNEY


André Gnansounou


André Gnansounou


André Gnansounou


André Gnansounou


André Gnansounou


André Gnansounou


André Gnansounou


André Gnansounou


André Gnansounou


André Gnansounou


André Gnansounou


André Gnansounou


André Gnansounou


PC Maison
Texte surligné 


4. Plan de la ressource

Introduction

Lors de I’étude d’une fonction faite en classe de [jiléiligl nous nous souvenons que la représen-
tation graphique de la dite fonction fait [BElillll ou est la partie culminante de cette étudelDonc
dans l'optique de rendre plus simple cette partie de ’étude, il est plus jil@licieux B de connalitre
le comportement de la courbe en des points ou [l & 'infinie. c¢’est pourquoi nous devrons
savoir malfitriser les notions suivantes: les éléments de symétrie "axe de symétrie 8§ centre
de symétrie"; les branches infinies et les courbes déduites de celle-ci.

Dans cette ressource nous nous proposons de donner quelques techniqu de détermination
les éléments de symétrie en nous [FaSamMEeEs définitions et d’étude explicite des branches infinies

d’une fonction.

Pré-requis nécessaires

Pour bien aborder cette réssource les pré-requis nécfissairf§ sont:

- La notion de limitef;

- La notion de symétrie;

Sommaire:
. PARITE-PERIODICITE ET ELEMENTS DE SYMETRIE
II°) ETUDE DES BRANCHES INFINIES
) Exercices
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B PARITE-PERIODICITE ET ELEMENTS DE SYMETRIF

Dans ce paragraphe, nos connaissances géométriques en Fijillilies nous serons tres utiles pour

I’aboutissement de notre objectif.

1.1 PARITE:
1.1.1 Activitél:

Soient f et g deux fonctions définies sur [—5;5] et |—3;3[ par: f (z) = 22* + 322%.et g () =
23 — bz,
o Vérifier que —x € Df N Dg.et calculer f(—x) ; et g(—x).

o Que constatez-vous ?

Solutionl:
o Df = [=5;5] et Dg = |—3;3[ étant des intervalles symétriques par rapport a 0.Alors
—2 € DfNDy. f(-w)=2(-2)"+3(-2)"; g(~z) = ()’ =5 (~x)
= 22 + 322 = —a3 + 5w
= [ (z) = —g(z).

o On remarque que: f(—z) = f(x) ; g(—z)=—g(z).

1.1.2 Définition:

% Une fonction f dite paire §i Ve € Df ;—x € Df et f(—z) = f(z).
% Une fonction f dite impaire ; siVe € Df ;—x € Df et f(—x)=—f(x).

1.1.3 Exercices d’application:
1.2 PERIODICITE}
1.2.1 Activité2j

Soit la fonction h définie sur R par : h (z) = tan (z)
o Calculer h (z 4 m);h (x + 27);puis comparer avec h ().

© Donner Ja période 7 (le plus petit espace ol la courbe se repete)de h;puis en déduire le
domaine d’¢tude de .

Solution?2:

o h(x+m)=tan(x + 7) = tanxz.Donc h (z + 7) = h(x).
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h(xz+27) = tan (z + 27) = tanafDonc h (x + 27) = h (z).

o D’apreés ce qui préceéde et comme 7 I 27 ;alors h admet pour période T' = 7 et le domaine
d’étude de h est }_7“, %[
1.2.2 Définition:

% Une fonction f est dite périodique de période T, siVx € Df , x—T € Df ;x+T € Df

et f (z+T)=f (z) Jon peut alors limiter d’abord I’étude a Uintervalle I C D f d’amplitude

T et 'on déduit le graphe complet par les translations de vecteurs k7' 7 oukeZ

1.2.3

1.3 AXE DE SYMETRIE:

Soit f une fonction réelle admettant D f comme ensemble de @@flll; et soit a,b € R.

1.3.1 Activité3:

Soit f la fonction définie par : f(x)=3x>+4x+3.
o Calculer f(2x 22 — ) et comparer avec f ().
o Construire la courbe C'f de f l'axe (A) : 2 = —3.
o Soit f, la restriction de f sur [—%; +oo[.

Faire la symétrie de C'f,, par rapport a (A); que constatez-vous?

Solution3:
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o On remarque que les points symétriques de C'f, par rapport a 'axe (A) sont situés sur

C'f .Donc la courbe C'f admet I'axe (A) comme axe de symétrie.

1.4 Définition:

On dit que la courbe représentative de f notée C'f admet la droite d’équation x = a comme

aze de symétrie, si pour tout © € Df 2a—x € Df et f(2a —z)= f(x).

1.4.1 Propriétés:

Soit la fonction f et C'f sa courbe représentative.Les propositions suivantes sont équivalentes.
1- La courbe C'f admet pour axe de symétrie la droite d’équation z = a.
2- Pour tout x € Df;a+x € Df,a—x € Dfet f(at+z)=f(a—2x).
3- Pour tout z € Df;posons X =z —atelque X € Df |, f:x+— f(X) est paire.

Preuve:(exercice dirigé)

1=—-2) Supposer que la droite = a est axe de symétrie a la courbe C'f; poser X = a — x.

Calculer f (2a — X); utiliser ’hypothése recurrence pour avoir le résultat.

2=—3) admise.

3=—1) Supposer que X = = —a —— f(X) est une fonction paire c’est a dire la droite
X =0 est axe de symétrie & sa courbe.Faites la translation de vecteur <—Oa> de la fonction

précédente et montrer que f (X + a) admet la droite x = a comme axe de symétrie a sa courbe.

1.4.2 Exercices d’application:

1.5 CENTRE DE SYMETRIE:
1.5.1 Activité4:

Soit la fonction g définie par : g(z) = %.

o Déterminer I’ensemble de définition de g.

o

Calculer g (2 x4 —z) et —g(x) + 2 x 3.
o Que constatez-vous ?

o Construire C'f et faites la symétrie de la restriction de C'f sur |4; +oo[par rapport au

4
int A .
poin ( 3)

o Que remarquez-vous?
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Solution4:

o La fonction g existe si et seulement si x —4 # 0 <= x # 4.Donc Dg=|—o00; 4[U]4; +00[.

_ 7 _ 3(4—x)+7 _ 3z—19
© g(2X4_I)_3+(8—x)—4_ —p = @4-
—g(2) +2x 3= -3 + 6= 2.

o On constate que ¢ (2x4—x)=—g(z)+2x3.

o On remarque que les points symétriques de la restriction & Cf sur |4; +o00| par rapport
4 4
au point A<3> sont situés sur la courbe Cf.Donc la courbe Cf admet le point A(g) comme

centre de symeétrie.

1.5.2 Définition:

On dit que la courbe représentative de f notée C'f admet le point de coordonnées(a, b) comme

centre de symétrie, si pour tout v € Df ,2a—x € Df et f(2a—z)+ f () =20,

1.5.3 Propriétés:

Soit la fonction f et C'f sa courbe représentative.Les propositions suivantes sont équivalentes.

1- La courbe C'f admet le point decoordonnées (a,b) pour centre de symétrie .

2- Pour tout z € Df;a+x € Df,a—x € Dfet f(a+x)+ f(a—z)=20b.

3- Pour tout x € Df;posons X =x —atelque X € Df , f:x+— f(X)— b est impaire .

Preuve:(exercice dirigé)

1=-2) Supposer que le point de coordonnées (a,b) soit un centre de symétrie a la courbe
C'f;puis poser X = a — x et faites le Calcule f (2a — X);enfin utiliser ’hypothése recurrence
pour avoir le résultat.

2=—3) admise.
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3=—>1) Supposer que X = = —a —— f(X) — b soit une fonction impaire c’est a dire le
point de coordonnées (0;0) est centre de symétrie & sa courbe.Faites la translation de vecteur
H

—a
U ( b ) de la fonction précédente et montrer que f (X + a) admet le point de coordonnées

(a,b) comme centre de symétrie & sa courbe.

1.5.4 corollaire:

% Une fonction f dite paire, si sa courbe représentative C'f admet (OY) comme

axe de symétrie. Donc on peut limiter 1'étude de f & RT N Df et 'on déduit le graphe

complet par symétrie axiale (OY) .
% Une fonction f dite impaire, si sa courbe représentative C'f admet le point (0, 0)

comme centre de symétrie. Donc on peut limiter 'étude de f & R™ N Df ;puis 'on déduit le

graphe complet par symétrie centrale en (0,0) .

Preuve:(admise) .

1.5.5 Exercices d’application:

2 ETUDE DES BRANCHES INFINIES:

Dans cette partie,la connaissance du calcul des limites des fonctions est prépondérante pour

I’application des définitions et propriétés qui suivent.

2.1 ASYMPTOTES:
2.1.1 Asymptote paralléle a I’un des axes:
Activités:  Soit f une fonction définie par: f(z) = 3;:12.

o Déterminer le domaine de définition de f.

o Calculer les limites de f aux bornes de son domaine de définition.

o Construire la courbe Cf et les droites (A,) : x = —1 (A1) 1y = 3.

o Quelle remarque faites-vous sur le comportement de la courbe Cf au voisinage des droites

(D) et (Ay) 7
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Définition: soit f une fonction et (C'f) sa courbe représentative.

A Lorsque f a une limite finie [ € R en 400 notée y, s.»— ,;on dit que la droite d’équation

r—+00

y =l est asymptote horizontale a la courbe C'f.

A Lorsque f a une limite infinie & droite ou a gauche en zy € R notée,on dit que la droite

d’équation x = ¢ est asymptote verticale & la courbe C'f.

Exercices d’application: Déterminer les asymptotes & les courbes des fonctions suivantes

si elles existent. f (z)= %/;%;; g(x) = %-

2.1.2 Asymptote non paralléle aux axes :

Définition: soient f une fonction et C'f sa courbe représentative et a,b € R.
la droit (V) d’équation y = ax + b, (a # 0) est appelée asymptote a la courbe C'f
;s limg, 4o [f (2) — (az 4+ b)] = 0.

propriété: soit f une fonction et C'f sa courbe représentative.

La droite d’équation y = ax + b est asymptote a C'f si et seulement si, (1m0, 4o @ =a
et limg —ioo [f(x) —ax]=0b.
preuve:(exercice dirigé)
esupposer que la droite y = ax + b est asymptote & C'f en +o00 .

considérer la fonction h : x — f(z) — (ax +b) ;vérifier que lim,, o h(z) = 0.

e Montrer que @ =a+ % + @.puis calculer limg,, @
et limg 1o [f (x) — ax]
f(z)

e supposer lim,, o =~ =a et lim, ., [f (7) —az] =b.
]

)
Montrer que limg, 400 [f (2) — (ax +b)] =0.

Remarque: De maniére plus générale, on dit que la courbe (I') d’équation y = g (z)

est asymptote a la courbe C'f , silimg—yoo ( f(x) —g(2))=0.

c’est le cas des représentations graphiques des fonctions f(z) = 322 + 1 et g(z) =
323 622423

r—2 '
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Cr

car on obtient le résultat suivant : lim, ., [f () — g (x)] =0.

2.2 DIRECTION ASYMPTOTIQUE :

Dans ce paragraphe ,on suppose que lorsque x tend vers +00 ou —oo; f (z) a une limite infinie

ie lim, 1o f(2) = +o0

Ainsi on étudie la limite de @ , lorsque x tend vers +o00 ou —oc.
On distingue trois cas :
2.2.1 1 cas : @ a une limite infinie;
Si limg voof (x) = o0 et limxHim@ = 400 ,alors il n’y a pas d’asymptotes ,et I’'on

dit que la courbe C'f admet wune branche parabolique dans la direction (oy).

2.2.2 2°"ecas : @ a une limite finie;

Si limg toof () = o0 et limy 100 (f () —ax) = a ,on a deux cas possibles:

o pour a = 0 ,on dit que C'f admet une branche parabolique de direction (OI).

o pour a # 0 ,on étudie la limite lim, 1o (f(z) —ax).
*si limg 100 (f(x) —azx)=05b, beR on dit que la droite d’équation y = ax + b

est asymptote a Cf .
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*si limy 100 (f () —ax) = o0 ,ondit que C'f admet une branche parabolique de

direction de la droite d’équation y = ax .

*x8i limg 100 (f (x) — ax) n’existe pas, alors C'f n’admet ni asymptote, ni branche

parabolique; mais C'f admet une direction asymptote,celle de la droite d 'équation y = ax .

2.2.3 3°mcCas: @ n’a pas de limite.
Si limg i00f () = +o0 et limmMim@ n’a pas de limite ,alors on dit que n’admet

ni asymptote, ni branche parabolique, ni direction asymptotique.

Tableau récapitulatif: Les propriétés sur-cités conduissent a un tableau qui récapit-

ulise celles-ci. Ici les valeurs a et b désignent les limites suivantes; lim, 4. @ =a ;
lim, 400 (f () —ax) = b.
a=+00 ou a=-00 Branche parabolique de direction celle (oy)
ac R et be R La droite d’équation y=ax+b est asymptote
ac R et b=%£o0 Branche parabolique dirigée par la droite d’équation y=ax
ac R et b n’existe pas Direction asymptotique dirigée par la droite d’équation y=ax
a n’existe pas Ni asymptotes, ni direction asymptotique, ni branche parabolique

23 —4x248x—1

Exemple: soit la fonction g définie par: ¢ (z) = -

o Déteminons le domaine de définition de g.

g(z) existe si et seulement si (z —3)° #£0 <= (2 —3) # 0 < z # 3.
Donc Dg =R\ {3} = ]—o00;3[U]3; +o0].

o Calculons les limites aux bornes du Dg.

3

lim, ., g(z) =lim, ., % = +00 (ceci conditionne I'existance d’une branche infinie) ;
+ + )

leHw leH

lim, ., o ¢ (x) =lim, , o % = —o0 (ceci conditionne 'existance d’une branche infinie);
lim, 3 2% — 42 + 8z — 1 = 34; lim, 32 — 3 = 0.Donc lim, 3¢ (z) = lim 3 = +oo ie la
courbe Cg admet la droite d’équation x=3 pour asymptote verticale.
o Etudions les branches infinies & Cyg.

Calculons lim,_, 4 @ = lim, 4o ;—2 =1€R (jeil n’y a pas de branche parabolique de direction (o

puis calculons lim, 1 [¢ () — 2] = lim, .4 23(5;:;_21 =2eR.
Donc la droite d’équation y = 2 + 2 est une asymptote dite oblique & la courbe C'g.

o Construisons C'g et ses asymptote.
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Exercices d’application: Déterminer le domaine de définition et étudier les branches

infinies des fonctions suivantes.
f@)=V222+z+1;h(z)=z+zcos(z); r(x)=r; u(zr)=2%+3.

v() = S

3 FExercices :

3.1 Exercices:

Deux sociétés d’étude de marché proposent a une autre société d’alimentation de la place,une

étude sur ’évolution de la demande en fonction du temps.Grace a certains mathématiciens(modélisateurs)

ont pu a partir des données attribuer par les sociétés A et B;élaborer un modéle mathématique
de cette évolution qui est une fonction réelles:

Modele de la société A:

Modele de la sociéte B:

Apreés une étude mathématique médiculeux,dites la-quelle des deux sociétés d’étude preédit

un avenir prospere.

3.2 Exercice:

On considere la fonction f définie par: f (z) = /z (z+2) + /2 (z — 2).
> Déterminer le domaine de définition de f.
> Etudier la parité de f ,puis calculer les limites de f aux bornes du domaine de définition.

> Que peut-on conclure sur la courbe représentative de f 7
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> Etudier les branches infinies et la dérivabilité de f en x = 1.
> Etudier les variations de f et construire sa courbe représentative C'f dans un plan

rapporté a un repére <0; 1] ) .

3.3 Exercice:

On considére la fonction g définie par: ¢ (z) =z —In|z|.
> Etudier les variations de g.
> Déterminer les branches infinies ou les asymptotes si elles existent.
> Déterminer la position relative de C'g par rapport aux branches infinies.
> Trouver 1’équation de la tangente (T') & C'g au point d’abcisse = = —1; puis construire

Cget(T).

3.4 Exercice:

sin(x)—cos(z)

On considere la fonction h définie par: h(r) = =3 ©)

> Déterminer I'ensemble de définition de h ().

> Etudier la périodicité de h ;calculer h (x 4+ 7); donner une interprétation graphique et en
déduire le domaine d’étude de h.

> Etudier les variations et construire le graphique de h.

> En déduire la courbe compléte de h dans l'intervalle ]—%; S [

2

3.5 Exercice:

Soit la fonction f définie par: f(z) ==« ‘1 + %‘_1 , pour x # 0et f(0)=0.
> Déterminer I’ensemble de définition de f.
> Etudier les variations de la fonction f et construire la courbe représentative C'f dans un

repére orthonormé.

3.6 Exercice:

Soit la fonction f définie par : f(x) = 1/(x — 3)* + —5 et (Cf) sa courbe représentative dans
- —
le repére (0; 1] ) .
> Déterminer le domaine de définition de f .

> Calculer les limites de f aux bornes de son domaine de définition.
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> Montrer que (C'f) admet comme asymptotes les droites (A,) et (A1) dont on déterminera
les équations.

> (C'f) admet-elle une asymptote verticale ? Justifier votre reponse.

> Etudier les positions relatives de (C'f) ; de (A,) et de (A;); puis construire la courbe

(C'f) et les droites (A,) et (Aq)
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