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Projet Prenum-AC, ENS YaoundÈ

1. DÈnomination de la ressource et des contributeurs

Titre de la ressource COMPLEMENTS SUR LES FONCTIONS

Nom de líÈtudiant KAMBOU DOPMO KLES BARNEY

Nom de líencadreur de líENS Simeon FOTSO

Nom de líInspecteur MOUNCHINGAM ABDOU SALAM

Nom de líEncadreur du LycÈe Pascal TSOULEU

2. Objectifs pÈdagogiques spÈciÖques

Objectif pÈdagogique spÈciÖque 1: Rappel sur la notion de limite díune fonction.

Objectif pÈdagogique spÈciÖque 2: DÈterminer la paritÈ et la pÈriodicitÈ díune fonc-

tion(si elle existe).

Objectif pÈdagogique spÈciÖque 3: DÈterminer les ÈlÈments de symÈtrie(síils existent).

Objectif pÈdagogique spÈciÖque 4: Construire la courbe reprÈsentative díune fonction

dÈduite díune de ses parties ‡ líaide des ÈlÈments de symÈtrie.

Objectif pÈdagogique spÈciÖque 5: Etudier les branches inÖnies díune fonction.

Objectif pÈdagogique spÈciÖque 6: Construire la courbe reprÈsentative díune fonction

‡ líaide de líÈtude des branches inÖnies.

3. Liens avec les autres parties du programme

les autres parties du programme en lien avec les complËments sur les fonctions; comme

cela se lit,apporte des complËments ‡ líÈtude díune fonction.Donc on peut citer entre autres: -

Etude díune fonction rÈelle.

- Les fonctions logarithmes nÈpÈriËnnes.

- Les fonctions exponentielles.

Il faut aussi noter que la notion de complËment sur les fonction sera trÈs importante pour

le jeune bachelier et ceci dÈs ces premiers cours de mathÈmatiques ‡ líuniversitÈ dans la con-

struction et línterprÈtation des courbes planes vue dans les ÖliËre scientiÖques.
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4. Plan de la ressource

Introduction

Lors de líÈtude díune fonction faite en classe de premier nous nous souvenons que la reprÈsen-

tation graphique de la dite fonction fait partir ou est la partie culminante de cette Ètude.Donc

dans líoptique de rendre plus simple cette partie de líÈtude, il est plus juducieux et de connaitre

le comportement de la courbe en des points ou meme ‡ líinÖnie. cíest pourquoi nous devrons

savoir maitriser les notions suivantes: les ÈlÈments de symÈtrie "axe de symÈtrie & centre

de symÈtrie"; les branches inÖnies et les courbes dÈduites de celle-ci.

Dans cette ressource nous nous proposons de donner quelques technique de dÈtermination

les ÈlÈments de symÈtrie en nous basant des dÈÖnitions et díÈtude explicite des branches inÖnies

díune fonction.

PrÈ-requis nÈcessaires
Pour bien aborder cette rÈssource les prÈ-requis nÈcÈssaire sont:

- La notion de limites;

- La notion de symÈtrie;

Sommaire:

I) PARITE-PERIODICITE ET ELEMENTS DE SYMETRIE

II) ETUDE DES BRANCHES INFINIES

III)Exercices
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1 PARITE-PERIODICITE ET ELEMENTS DE SYMETRIE:

Dans ce paragraphe, nos connaissances gÈomÈtriques en symtries nous serons trËs utiles pour

líaboutissement de notre objectif.

1.1 PARITE:

1.1.1 ActivitÈ1:

Soient f et g deux fonctions dÈÖnies sur [5; 5] et ]3; 3[ par: f (x) = 2x4 + 3x2:et g (x) =

x3  5x:

 VÈriÖer que x 2 Df \Dg:et calculer f (x) ; et g (x) :

 Que constatez-vous ?

Solution1:

 Df = [5; 5] et Dg = ]3; 3[ Ètant des intervalles symÈtriques par rapport ‡ 0.Alors

x 2 Df \Dg: f (x) = 2 (x)4 + 3 (x)2 ; g (x) = (x)3  5 (x)

= 2x4 + 3x2 = x3 + 5x

= f (x) = g (x) :

 On remarque que : f (x) = f (x) ; g (x) = g (x) :

1.1.2 DÈÖnition:

F Une fonction f dite paire ;si 8x 2 Df ;x 2 Df et f (x) = f (x) :

F Une fonction f dite impaire ; si 8x 2 Df ;x 2 Df et f (x) = f (x) :

1.1.3 Exercices díapplication:

1.2 PERIODICITE:

1.2.1 ActivitÈ2:

Soit la fonction h dÈÖnie sur R par : h (x) = tan (x)

 Calculer h (x+ );h (x+ 2);puis comparer avec h (x) :

 Donner la pÈriode T (le plus petit espace o˘ la courbe se repËte)de h;puis en dÈduire le

domaine díÈtude de :

Solution2:

 h (x+ ) = tan (x+ ) = tan x:Donc h (x+ ) = h (x) :
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h (x+ 2) = tan (x+ 2) = tan x:Donc h (x+ 2) = h (x) :

 DíaprËs ce qui prÈcËde et comme   2 ;alors h admet pour pÈriode T =  et le domaine

díÈtude de h est

2
; 
2


:

1.2.2 DÈÖnition:

F Une fonction f est dite periodique de periode T , si 8 x 2 Df ; x T 2 Df ;x+ T 2 Df

et f (x+ T ) = f (x) .on peut alors limiter díabord líÈtude ‡ líintervalle I  Df díamplitude

T et líon dÈduit le graphe complet par les translations de vecteurs kT
!
i ou k 2 Z:

1.2.3

1.3 AXE DE SYMETRIE:

Soit f une fonction rÈelle admettant Df comme ensemble de dÈÖni; et soit a; b 2 R:

1.3.1 ActivitÈ3:

Soit f la fonction dÈÖnie par : f(x)=3x2+4x+4
3
:

 Calculer f

2 2

3
 x


et comparer avec f (x) :

 Construire la courbe Cf de f líaxe (4) : x = 2
3
:

 Soit fo la restriction de f sur

2
3
; +1


:

 Faire la symÈtrie de Cfo par rapport ‡ (4) ; que constatez-vous?

Solution3:

 f

2 2

3
 x


= 3

4
3
 x

2
+ 4

4
3
 x


+ 4

3
= 1

3
(3x+ 2)2

= 3x2 + 4x+ 4
3
= f (x) :
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 On remarque que les points symÈtriques de Cfo par rapport ‡ líaxe (4) sont situÈs sur

Cf .Donc la courbe Cf admet líaxe (4) comme axe de symÈtrie.

1.4 DÈÖnition:

On dit que la courbe reprÈsentative de f notÈe Cf admet la droite díÈquation x = a comme

axe de symetrie, si pour tout x 2 Df ,2a x 2 Df et f (2a x) = f (x) :

1.4.1 PropriÈtÈs:

Soit la fonction f et Cf sa courbe reprÈsentative.Les propositions suivantes sont Èquivalentes.

1 La courbe Cf admet pour axe de symÈtrie la droite díÈquation x = a.

2 Pour tout x 2 Df ; a+ x 2 Df , a x 2 Df et f (a+ x) = f (a x) :

3 Pour tout x 2 Df ;posons X = x a tel que X 2 Df , f :x 7! f (X) est paire.

Preuve:(exercice dirigÈ)

1=)2) Supposer que la droite x = a est axe de symÈtrie ‡ la courbe Cf ; poser X = a x:

Calculer f (2aX); utiliser líhypothËse recurrence pour avoir le rÈsultat.

2=)3) admise.

3=)1) Supposer que X = x  a 7! f (X) est une fonction paire cíest ‡ dire la droite

X = 0 est axe de symÈtrie ‡ sa courbe.Faites la translation de vecteur !u

a
0


de la fonction

prÈcÈdente et montrer que f (X + a) admet la droite x = a comme axe de symÈtrie ‡ sa courbe.

1.4.2 Exercices díapplication:

1.5 CENTRE DE SYMETRIE:

1.5.1 ActivitÈ4:

Soit la fonction g dÈÖnie par : g(x) = 3x+1
x4 :

 DÈterminer líensemble de dÈÖnition de g.

 Calculer g (2 4 x) et g (x) + 2 3:

 Que constatez-vous ?

 Construire Cf et faites la symÈtrie de la restriction de Cf sur ]4; +1[par rapport au

point A


4

3


:

 Que remarquez-vous?
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Solution4:

 La fonction g existe si et seulement si x4 6= 0() x 6= 4:Donc Dg=]1; 4[[ ]4; +1[ :

 g (2 4 x) = 3 + 7
(8x)4 =

3(4x)+7
4x = 3x19

x4 :

g (x) + 2 3 = 3x+1
x4 + 6 =

3x19
x4 :

 On constate que g (2 4 x) = g (x) + 2 3:

 On remarque que les points symÈtriques de la restriction ‡ Cf sur ]4; +1[ par rapport

au point A


4

3


sont situÈs sur la courbe Cf.Donc la courbe Cf admet le point A


4

3


comme

centre de symÈtrie.

1.5.2 DÈÖnition:

On dit que la courbe reprÈsentative de f notÈe Cf admet le point de coordonnÈes(a; b) comme

centre de symetrie, si pour tout x 2 Df , 2a x 2 Df et f (2a x) + f ( x) = 2b:

1.5.3 PropriÈtÈs:

Soit la fonction f et Cf sa courbe reprÈsentative.Les propositions suivantes sont Èquivalentes.

1 La courbe Cf admet le point decoordonnÈes (a; b) pour centre de symÈtrie .

2 Pour tout x 2 Df ; a+ x 2 Df , a x 2 Df et f (a+ x) + f (a x) = 2b:

3 Pour tout x 2 Df ;posons X = x a tel que X 2 Df , f :x 7! f (X) b est impaire .

Preuve:(exercice dirigÈ)

1=)2) Supposer que le point de coordonnÈes (a; b) soit un centre de symÈtrie ‡ la courbe

Cf ;puis poser X = a  x et faites le Calcule f (2aX);enÖn utiliser líhypothËse recurrence

pour avoir le rÈsultat.

2=)3) admise.
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3=)1) Supposer que X = x  a 7! f (X)  b soit une fonction impaire cíest ‡ dire le

point de coordonnÈes (0; 0) est centre de symÈtrie ‡ sa courbe.Faites la translation de vecteur

!u

a
b


de la fonction prÈcÈdente et montrer que f (X + a) admet le point de coordonnÈes

(a; b) comme centre de symÈtrie ‡ sa courbe.

1.5.4 corollaire:

F Une fonction f dite paire, si sa courbe reprÈsentative Cf admet (OY ) comme

axe de symetrie. Donc on peut limiter líÈtude de f ‡ R+ \ Df et líon dÈduit le graphe

complet par symÈtrie axiale (OY ) :

F Une fonction f dite impaire, si sa courbe reprÈsentative Cf admet le point (0; 0)

comme centre de symetrie. Donc on peut limiter líÈtude de f ‡ R+ \Df ;puis líon dÈduit le

graphe complet par symÈtrie centrale en (0; 0) :

Preuve:(admise) :

1.5.5 Exercices díapplication:

2 ETUDE DES BRANCHES INFINIES:

Dans cette partie,la connaissance du calcul des limites des fonctions est prÈpondÈrante pour

líapplication des dÈÖnitions et propriÈtÈs qui suivent.

2.1 ASYMPTOTES:

2.1.1 Asymptote parallËle ‡ líun des axes:

ActivitÈ5: Soit f une fonction dÈÖnie par: f(x) = 3x2
x+1

:

 DÈterminer le domaine de dÈÖnition de f.

 Calculer les limites de f aux bornes de son domaine de dÈÖnition.

 Construire la courbe Cf et les droites (4o) : x = 1 ;(41) : y = 3:

 Quelle remarque faites-vous sur le comportement de la courbe Cf au voisinage des droites

(4o) et (41) ?
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DÈÖnition: soit f une fonction et (Cf) sa courbe reprÈsentative.

N Lorsque f a une limite Önie l 2 R en 1 notÈe lim f(x)=l
x!1

,on dit que la droite díÈquation

y = l est asymptote horizontale ‡ la courbe Cf:

N Lorsque f a une limite inÖnie ‡ droite ou ‡ gauche en x0 2 R notÈe,on dit que la droite
díÈquation x = x0 est asymptote verticale ‡ la courbe Cf:

Exercices díapplication: DÈterminer les asymptotes ‡ les courbes des fonctions suivantes

si elles existent. f (x) = 2 x1p
x+3
; g (x) = 3x2+1

x24 :

2.1.2 Asymptote non parallËle aux axes :

DÈÖnition: soient f une fonction et Cf sa courbe reprÈsentative et a; b 2 R.

la droit (r) díÈquation y = ax+ b, (a 6= 0) est appelÈe asymptote ‡ la courbe Cf

;si limx 7!1 [f (x) (ax+ b)] = 0:

propriÈtÈ: soit f une fonction et Cf sa courbe reprÈsentative.

La droite díÈquation y = ax+ b est asymptote ‡ Cf si et seulement si, limx 7!1
f(x)
x
= a

et limx 7!1 [f (x) ax] = b .

preuve:(exercice dirigÈ)

supposer que la droite y = ax+ b est asymptote ‡ Cf en +1 .

considËrer la fonction h : x 7! f (x) (ax+ b) ;vÈriÖer que limx 7!+1 h (x) = 0:

 Montrer que f(x)
x
= a+ b

x
+ h(x)

x
:puis calculer limx7!+1

f(x)
x

et limx 7!+1 [f (x) ax]

 supposer limx 7!+1
f(x)
x
= a et limx 7!+1 [f (x) ax] = b:

Montrer que limx 7!+1 [f (x) (ax+ b)] = 0 .

Remarque: De maniËre plus gÈnÈrale, on dit que la courbe () díÈquation y = g (x)

est asymptote ‡ la courbe Cf , si limx 7!1 ( f (x) g (x)) = 0 :

cíest le cas des reprÈsentations graphiques des fonctions f (x) = 3x2 + 1 et g (x) =

3x36x2+x3
x2 :
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car on obtient le rÈsultat suivant : limx!1 [f (x) g (x)] = 0 .

2.2 DIRECTION ASYMPTOTIQUE :

Dans ce paragraphe ,on suppose que lorsque x tend vers +1 ou 1; f (x) a une limite inÖnie

ie limx!1 f (x) = 1

Ainsi on Ètudie la limite de f(x)
x

, lorsque x tend vers +1 ou 1:

On distingue trois cas :

2.2.1 1ercas : f(x)
x
a une limite inÖnie;

Si limx 7!1f (x) = 1 et limx7!1
f(x)
x
= 1 ,alors il níy a pas díasymptotes ,et líon

dit que la courbe Cf admet une branche parabolique dans la direction (oy).

2.2.2 2emecas : f(x)
x
a une limite Önie;

Si limx 7!1f (x) = 1 et limx 7!1 (f (x) ax) = a ,on a deux cas possibles:

 pour a = 0 ,on dit que Cf admet une branche parabolique de direction (OI):

 pour a 6= 0 ,on Ètudie la limite limx 7!1 (f (x) ax) :

?si limx 7!1 (f (x) ax) = b; b 2 R ,on dit que la droite díÈquation y = ax+ b

est asymptote a Cf .
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?si limx 7!1 (f (x) ax) = 1 ,on dit que Cf admet une branche parabolique de

direction de la droite díequation y = ax .

?si limx 7!1 (f (x) ax) níexiste pas, alors Cf níadmet ni asymptote, ni branche

parabolique; mais Cf admet une direction asymptote,celle de la droite d 0equation y = ax .

2.2.3 3emeCas: f(x)
x
nía pas de limite.

Si limx 7!1f (x) = 1 et limx7!1
f(x)
x
nía pas de limite ,alors on dit que níadmet

ni asymptote, ni branche parabolique, ni direction asymptotique.

Tableau rÈcapitulatif: Les propriÈtÈs sur-citÈs conduissent ‡ un tableau qui rÈcapit-

ulise celles-ci. Ici les valeurs a et b dÈsignent les limites suivantes; limx!1
f(x)
x
= a ;

limx!1 (f (x) ax) = b:

a=+1 ou a=-1 Branche parabolique de direction celle (oy)

a2 R et b2 R La droite díÈquation y=ax+b est asymptote

a2 R et b=1 Branche parabolique dirigÈe par la droite díÈquation y=ax

a2 R et b níexiste pas Direction asymptotique dirigÈe par la droite díÈquation y=ax

a níexiste pas Ni asymptotes, ni direction asymptotique, ni branche parabolique

Exemple: soit la fonction g dÈÖnie par: g (x) = x34x2+8x1
(x3)2

:

 DÈteminons le domaine de dÈÖnition de g.

g(x) existe si et seulement si (x 3)2 6= 0 () (x 3) 6= 0() x 6= 3:

Donc Dg = Rn f3g = ]1; 3[ [ ]3; +1[ :

 Calculons les limites aux bornes du Dg:

limx!+1 g (x) = limx!+1
x3

x2
= +1 (ceci conditionne líexistance díune branche inÖnie) ;

limx!1 g (x) = limx!1
x3

x2
= 1 (ceci conditionne líexistance díune branche inÖnie);

limx!3 x
3  4x2 + 8x  1 = 34; limx!3 x  3 = 0:Donc limx!3 g (x) = lim

34
0
= 1 ie la

courbe Cg admet la droite díÈquation x=3 pour asymptote verticale.

 Etudions les branches inÖnies ‡ Cg:

Calculons limx!1
g(x)
x
= limx!1

x3

x3
= 1 2 R (ie il níy a pas de branche parabolique de direction (oy)) ;

puis calculons limx!1 [g (x) x] = limx!1
2x2x1
(x3)2

= 2 2 R:

Donc la droite díÈquation y = x+ 2 est une asymptote dite oblique ‡ la courbe Cg:

 Construisons Cg et ses asymptote.
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Exercices díapplication: DÈterminer le domaine de dÈÖnition et Ètudier les branches

inÖnies des fonctions suivantes.

f (x) =
p
2x2 + x+ 1 ; h (x) = x+ x cos (x) ; r (x) =

p
x; u (x) = x3 + 3:

v (x) = 3x1p
2x21

:

3 Exercices :

3.1 Exercices:

Deux sociÈtÈs díÈtude de marchÈ proposent ‡ une autre sociÈtÈ díalimentation de la place,une

Ètude sur líÈvolution de la demande en fonction du temps.Grace ‡ certains mathÈmaticiens(modÈlisateurs)

ont pu ‡ partir des donnÈes attribuer par les sociÈtÈs A et B;Èlaborer un modËle mathÈmatique

de cette Èvolution qui est une fonction rÈelles:

ModËle de la sociÈtÈ A:

ModËle de la sociÈte B:

AprËs une Ètude mathÈmatique mÈdiculeux,dites la-quelle des deux sociÈtÈs díÈtude prÈdit

un avenir prospËre.

3.2 Exercice:

On considËre la fonction f dÈÖnie par: f (x) =
p
x (x+ 2) +

p
x (x 2):

. DÈterminer le domaine de dÈÖnition de f .

. Etudier la paritÈ de f ,puis calculer les limites de f aux bornes du domaine de dÈÖnition.

. Que peut-on conclure sur la courbe reprÈsentative de f ?
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. Etudier les branches inÖnies et la dÈrivabilitÈ de f en x = 1.

. Etudier les variations de f et construire sa courbe reprÈsentative Cf dans un plan

rapportÈ ‡ un repËre

o;
!
i ;
!
j

:

3.3 Exercice:

On considËre la fonction g dÈÖnie par: g (x) = x ln jxj :

. Etudier les variations de g.

. DÈterminer les branches inÖnies ou les asymptotes si elles existent.

. DÈterminer la position relative de Cg par rapport aux branches inÖnies.

. Trouver líÈquation de la tangente (T ) ‡ Cg au point díabcisse x = 1; puis construire

Cg et (T ) :

3.4 Exercice:

On considËre la fonction h dÈÖnie par: h (x) = sin(x)cos(x)
cos2(x)

. DÈterminer líensemble de dÈÖnition de h (x) :

. Etudier la pÈriodicitÈ de h ;calculer h (x+ ); donner une interprÈtation graphique et en

dÈduire le domaine díÈtude de h.

. Etudier les variations et construire le graphique de h.

. En dÈduire la courbe complËte de h dans líintervalle


2
; 3
2


:

3.5 Exercice:

Soit la fonction f dÈÖnie par: f (x) = x
1 + 1

x

1 ; pour x 6= 0 et f (0) = 0:

. DÈterminer líensemble de dÈÖnition de f .

. Etudier les variations de la fonction f et construire la courbe reprÈsentative Cf dans un

repËre orthonormÈ.

3.6 Exercice:

Soit la fonction f dÈÖnie par : f(x) =
q
(x 3)2 + 4

x+2
et (Cf) sa courbe reprÈsentative dans

le repËre

o;
!
i ;
!
j

:

. DÈterminer le domaine de dÈÖnition de f .

. Calculer les limites de f aux bornes de son domaine de dÈÖnition.
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.Montrer que (Cf) admet comme asymptotes les droites (4o) et (41) dont on dÈterminera

les Èquations.

. (Cf) admet-elle une asymptote verticale ? JustiÖer votre reponse.

. Etudier les positions relatives de (Cf) ; de (4o) et de (41); puis construire la courbe

(Cf) et les droites (4o) et (41)
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