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1 INTRODUCTION

1.1 Motivations

1.2 Objectifs pédagogiques du cours

A l’issue de ce cours, l’apprenant devra savoir :

– Retrouver l’équation cartésienne réduite à partir d’un foyer et de la directrice associée ;

– A partir de l’équation ax2 + by2 + 2cx + 2dy + e = 0 retrouver la nature et les élements

caractéristiques de la conique (centre éventuel, foyer, directrices, excentricité, sommets,

axes, asymptotes éventuelles) ;

– Tracer une conique ;

– Etablir l’équation de la tangente en un point de la conique.

1.3 Pré-requis

L’étude des coniques nécessite au préalable une connaissance sur :

– l’étude globale des fonctions.

– l’étude globale des barycentres.

– la géométrie analytique du plan.

– les propriétés de projections et de médiatrice d’un segment.

2 CONIQUES DÉFINIES PAR LE FOYER ET LA DIRECTRICE.

2.1 Présentation

Soit (D)une droite, F un point n’appartenant pas à (D) et e un nombre reél stritement positif.

Soit M un point du plan, H le projecté orthogonal de M sur (D), K le projecté orthogonal de F

sur (D) et ( ∆ ) la droite (FK). On appelle ( Γe ) lŠensemble des points M du plan tels que
MF
MH = e.
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2.1 Présentation

K

F

MH

−→
j

−→
i

(D)

(∆)

Considérons le repère orthonormé ( F,
−→
i ,
−→
j ) où

−→
i est un vecteur directeur unitaire de ( ∆ ) et

−→
j un vecteur directeur unitaire de (D).

Posons d = FK . On a : F

 0

0

 et (D) : x = d ; notons

 x

y

 les coordonneés de M dans le

repère ( F,
−→
i ,
−→
j ). On a
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2.1 Présentation

H

 d

y

 et K

 d

0

.

M ∈ ( Γe ) si et seulement si MF = eMH si et seulement si MF 2 = e2MH2 si et seulement si

x2 + y2 = e2(d+ x)2

d’où M ∈ ( Γe ) si et seulement si x2(1− e2) + y2 − 2e2xd− e2d2 = 0 (*)

(*)est l’équation ( Γe ) dans le repère ( F,
−→
i ,
−→
j ).

REMARQUE 1

La symétrie de M

 x

y

 par rapport à ( ∆ ) est M1

 x

−y

 et

x2(1− e2) + (−y)2 − 2e2xd− e2d2 = x2(1− e2) + y2 − 2e2xd− e2d2 = 0, donc M1 ∈ ( Γe ).

Ainsi ( ∆ ) est l’axe de symétrie pour ( Γe ).

On se propose de construire ( Γe ) dans le repère ( F,
−→
i ,
−→
j ).

1er cas : e = 1

En remplaçant dans (*) e par 1, on a :( Γ1 ) :y2 − 2xd− d2 = 0 ⇐⇒ ( Γ1) :x = 1
2d(y2 − d2)

( Γ1) est une parabole de sommet S

 −d
2

0

 dans le repère ( F,
−→
i ,
−→
j ).
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2.1 Présentation

0

(D)

(∆)
−→
j

−→
i

H

K FS

D

REMARQUE 2

Notons

 X

Y

 les coordonneés de M dans le repère ( S,
−→
i ,
−→
j ).

On a : X
−→
i +Y

−→
j =

−−→
SM = -

−→
FS +

−−→
FM = (d2 + x)

−→
i + y

−→
j

⇒ {X=x− d
2

Y=y
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2.1 Présentation

⇔ {x=X− d
2

y=Y D’où (Γ1) : X − d
2 = 1

2d(Y 2 − d2)
⇔ X − d

2 = Y 2

2d − d
2

⇔ X = 1
2dY

2

Donc (Γ1) : Y 2 − 2dX = 0 dans le repère (S,
−→
i ,
−→
j ).

c’est l’équation réduite de (Γ1).

Le réel |d| est appelé paramètre de (Γ1). Dans le repère (S,
−→
i ,
−→
j ), on a : (D) : x = −d

2 et

F

 d
2

0

.

2ème cas : e 6= 1

(Γe) : (1− e2)x2 + y2 − 2e2dx− e2d2 = 0

⇔ x2 + 1
1−e2 y

2 − 2e2d
1−e2x− e2d2

1−e2 = 0

⇔ (Γe) : (x− e2d2

1−e2 )2 + 1
1−e2 y

2 − e2d2

(1−e2)2 = 0 (∗∗)

Notons Ω
(

e2d
1−e2 0

)
dans le repère (F,

−→
i ,
−→
j ).

Ω ∈ (∆) et sa position dépend du signe de 1− e2.

• Si 1− e2 > 0, c’est-à-dire 0 < e < 1

Posons a2 = e2d2

(1−e2)2 et b2 = e2d2

1−e2

c2 = a2 − b2 = ( e2d2

1−e2 )2 = (−xF )2 > 0, où (xF ) est l’abscisse du point F dans le repère

(Ω,
−→
i ,
−→
j ).

on a : c2 = x2F ;

Ainsi : a2 − b2 > 0, c’est-à-dire a > b > 0 (car a > 0 et b > 0).

Dans la repère (Ω,
−→
i ,
−→
j ), posons

 X

Y

 les coordonnées du point M. On a : X
−→
i + Y

−→
j

=
−−→
ΩM =

−→
ΩF +

−−→
FM = (x− e2d

1−e2 )
−→
i + y

−→
j .

D’où {
X=x− e2d

1−e2

Y=y En remplaçant x et y dans (∗∗), on obtient : X2 + 1
1−e2Y

2 − a2 = 0.

Or a2

b2
= 1

1−e2 , donc : X2 + a2

b2
Y 2 = a2.

C’est-à-dire (Γe) : X2

a2
+ Y 2

b2
= 1 .

(Γe) passe par les points A

 a

0

 et A’

 −a
0

 de (∆) et les points B

 0

b

 et

B’

 0

−b

 avec a > b > 0.
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2.1 Présentation

Ω

−→
j

−→
iA′ A

B

B′

(Γe)est appelé ellipse dŠequation reduite X2

a2
+ Y 2

b2
= 1 dans le repère (Ω,

−→
i ,
−→
j ). Les

points A, A’, B et B’ sont les sommets de (Γe)

• Si 1− e2 < 0, c’est-à-dire e > 1

Soint a2 = e2d2

(1−e2)2 et b2 = − e2d2

1−e2

Dans le repère (Ω,
−→
i ,
−→
j ) on a (Γe) : X2

a2
− Y 2

b2
= 1 avec a2

b2
= − 1

1−e2 .(Γe passe par les
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2.1 Présentation

points A

 a

0

 et A’

 −a
0

 de (∆)

X2

a2
− Y 2

b2
= 1 ⇔ Y 2 = b2

a2
(X2 − a2) Soit M un point du plan d’abscisse α dans le repère

(Ω,
−→
i ,
−→
j ). M ∈ (Γe) ⇔ Y 2 = b2

a2
(α2 − a2) c’est-à-dire α ∈ ]−∞,−a]

⋃
[a,+∞[ et

Y = b
a

√
α2 − a2 ou Y = − b

a

√
α2 − a2

Ω

−→
j

−→
i

A′ A α−α
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2.2 Définitions et theorèmes

Remarque3 :

On a a = ed
e2−1 , xF = − e2d

1−e2 = e2d
e2−1 , donc a < xF ; a2 + b2 = x2F = c2

(Γe) est appelé hyperbole d’équation réduite X2

a2
− Y 2

b2
= 1 dans le repère (Ω,

−→
i ,
−→
j ).

2.2 Définitions et theorèmes

Definition

Soit (D) une droite, F un point n’appartennant pas à (D) et e ∈ R∗+.
On appelle coniques de foyer F, de directrice (D) et d’excentricité e,l’ensemble (Γe) des points

M du plan tels que MF
MH = e où H est le projecté orthogonal de M sur la droite (D).

• Si e = 0,(Γe) est une parabole ;

• Si 0 < e < 1, (Γe) est une ellipse ;

• Si e > 1, (Γe) est une hyperbole.

proprièté1 :

Soit (Γe) une conique de foyer F et de directrice (D). La droite (∆) passant par F et

perpendiculaire à (D) est un axe de symétrie de (Γe). cet axe (∆) est appelé axe focal de la

conique. La distance d de F à la directrice (D) est appelé distance focale

proprièté2 :

Soit (Γe) une conique d’excentricité e et d’axe focal (∆).

• Si e = 1 alors (Γe) coupe (∆) en un seul point S appelé sommet de la parabole.

• si e 6= 1 alors (Γe) coupe (∆) en deux points distints A et A’ appelés sommets de la conique

situés sur l’axe focal.

L’équation réduite d’une conique lorsque (e 6= 1) permet de déduire les propriètés de symétrie.

CONSEQUENCE :

Soit (Γ) une conique d’excentricité e (e 6= 1) et d’axe focal (∆). On désigne par A et A’ les

sommets de (Γ) situés sur (∆).

• La médiatrice de [AA’] est un axe de symétrie de (Γ)

• Le milieu de [AA’] est le centre de symétrie de (Γ)

De telles coniques sont appelées coniques à centre ; le centre de symétrie est appelé centre de la

conique.

Remarque4 :

• Si e = 1 alors S est le milieu de [FK]

• si e 6= 1 alors soit M ∈ (Γe),MF
MH = e.Si M ∈ (∆) alors H = K d’où MF

MK = e ⇒
MF 2 = e2MK2 ⇒ −−→MF = e

−−→
MK ou

−−→
MF = −e−−→MK car les points M, F et K sont alignés.

• −−→MF = e
−−→
MK ⇒ M=bar

F K

1 -e
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• −−→MF = −e−−→MK ⇒ M=bar
F K

1 e
Ainsi si e 6= 1 alors les sommets A et A’ de (Γe) situés sur l’axe focal (∆) sont définis par

A=bar
F K

1 e
et A’=bar

F K

1 -e
où K est le projecté orthogonale de F sur la directrice (D).

Définition : Régionnement du plan par une conique

Soit (Γ) une conique de foyer F, de directrice D et d’excentricité e. Pour tout point M du plan

dont le projecté orthogonal sur D est H, on a :

• M est interieur à (Γ) si MF < eMH ;

• M est exterieur à (Γ) si MF > eMH.

Exemple

• Le foyer F d’une conique est interieur à cette conique,( car FF=0<eFH ).

• Tout point de la directrice D d’une coniques est exterieur à cette conique.

Remarque5

Tout conique (Γ) partage le plan en deux regions : nous avons l’interieur et l’exterieur de (Γ).

Sur les figures ci-dessous, on a colorié l’interieur de chacune des coniques.

3 COURBES DU SECOND DEGRE

Dans ce paragraphe, le plan P est rapporté à un repère orthonormé (O,
−→
i ,
−→
j ).

Definition :

Une courbe C de P est du second degré si, et seulement si elle admet une équation cartésienne

de la forme : ax2 + 2bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0 (∗) où a, b, c, d, e, et f sont des réels tels que

a, b et c sont tous non nuls. On montre qu’en faissant un changement de repère par rotation

autour de l’origine O d’un angle bien choisi, on peut toujours s’arranger pour que dans celui-ci

l’équattion (∗) soit de la forme : Ax2 +By2 + 2Cx+ 2Dy + E = 0 (∗∗) avec A et B tous non

nuls.

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous proposons de déterminer sur quelques exemples, la

nature de l’ensemble (Γ) des points M du plan (P) dont les coordonnées (x ; y) vérifient
l’équation (∗∗).
Exemple1 :

Déterminer la nature de l’ensemble (Γ) d’équation : y2 − 10x+ 12y + 66 = 0.
On a M ∈ (Γ) ⇔ y2 − 10x+ 12y + 66 = 0

⇔ (y + 6)2 − 36− 10x+ 66 = 0

⇔ (y + 6)2 = 10x− 30

⇔ (y + 6)2 = 10(x− 3)
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Posons S

 3

−6

 et{X=x−3
Y=y+6 , alors dans le repère (S,

−→
i ,
−→
j ) (Γ) a pour équation Y 2 = 10X

donc c’est une parabole de sommet S, d’axe focal la droite de repère (S,
−→
i ) et de paramètre 5.

Exemple2 :

Déterminer la nature de l’ensemble (Γ) d’équation : 4x2 − 9y2 + 16x+ 126y − 429 = 0.
On a M ∈ (Γ) ⇔ 4x2 − 9y2 + 16x+ 126y − 429 = 0

⇔ 4(x2 + 4x)− 9(y2 − 14y)− 429 = 0

⇔ 4(x+ 2)2 − 16− 9(y − 7)2 + 441− 429 = 0

⇔ 4(x+ 2)2 − 9(y − 7)2 = 4

⇔ (x+ 2)2 − (y−7)2
4
9

= 1

Posons Ω

 −2

7

 et{X=x+2
Y=y−7 , alors dans le repère (Ω,

−→
i ,
−→
j ), (Γ) a pour équation

X2 − Y 2

4
9

= 1. Donc (Γ) est une hyperbole d’axe focal la droite de repère (Ω,
−→
i ) et de centre Ω.

Exemple3 :

Déterminer la nature de l’ensemble (Γ) d’équation : 9x2 + 4y2 − 54x+ 40y + 145 = 0.
On a M ∈ (Γ) ⇔ 9x2 + 4y2 − 54x+ 40y + 145 = 0

⇔ 9(x2 − 6x) + 4(y2 + 10y) + 145 = 0

⇔ 9(x− 3)2 − 81 + 4(y + 5)2 − 100 + 145 = 0

⇔ 9(x− 3)2 + 4(y + 5)2 = 36

⇔ (x−3)2
4 + (y+5)2

9 = 1

Posons Ω

 3

−5

 et{X=x−3
Y=y+5 , alors dans le repère (Ω,

−→
i ,
−→
j ), (Γ) a pour équation X2

4 + Y 2

9 = 1.

Donc (Γ) est une ellipse d’axe focal la droite de repère (Ω,
−→
i ) et de centre Ω. Exercice

4 ETUDE DE LA PAROBOLE

Dans cette section, le plan est muni du repère orthonormé (O,
−→
i ,
−→
j ).

4.1 Traçé de la parabole

La parabole (P) d’équation réduite y2 = 2dx (d > 0) est la réunion des courbes représentatives

( P∞ ) et ( P∈ ) des fonctions f1 : x 7−→
√

2dx f2 : x 7−→ −
√

2dx.

( P∞ ) et ( P∈ ) sont symétriques par rapport à la droite de repère (O,
−→
i ). Etudions la fonction

f1 : x 7−→
√

2dx

On a Df1 = [0,+∞[; ∀x ∈]0,+∞[, f ′1(x) = d√
2dx

On en déduit le tableau de variation de f1 et la courbe (P).
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4.1 Traçé de la parabole

x 0 +∞
f ′1(x) +

f1(x)

+∞
↗

0

−→
j

−→
iO

P
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4.2 Eléments caractéristique de la parabole

4.2 Eléments caractéristique de la parabole

Equation y2 = 2dx x2 = 2dy

Paramètre |d|
Somment O

Axe focal La droite de repère (O,
−→
i ) La droite de repère (O,

−→
j )

Foyer F

 a
2

0

 F

 0

a
2


Directrice (D) : x = −a

2 (D) : y = −a
2

Courbe d > 0 FIG1 FIG2

Courbe d < 0 FIG1 FIG2

4.3 Equationde la tangente en un point de la parabole.

Soit ( P ) la parabole d’équation reduite y2 = 2dx (d > 0) et M0

 x0

y0

 un point de ( P ).

On se propose de déterminer l’équation de la tangente à ( P ) passant par le point M0

 x0

y0

.

On a y2 = 2dx ⇔ y =
√

2dx ou y = −
√

2dx. Il nous faut distinguer trois cas :

• 1er cas : y > 0

Alors M0 ∈ (C{) où f(x) =
√

2dx ( en particulier y0 = f(x0) =
√

2dx0) et comme f ′(x) = d√
2dx

,

alors f ′(x0) = d√
2dx0

= d
y0
, on a par définition de la tangente à une courbe

(T) :y = f ′(x0)(x− x0) + y0 ⇔ y − y0 = d
y0

(x− x0)
⇔ yy0 − y20 = dx− dx0
⇔ yy0 − 2dx0 = dx− dx0 (car y2 = 2dx)

⇔ yy0 = dx+ dx0

⇔ y0y = d(x+ x0)

• 2me cas : y0 < 0

Alors M0 ∈ (C{) où f(x) = −
√

2dx ( en particulier y0 = f(x0) = −
√

2dx0) et comme

f ′(x) = − d√
2dx

, alors f ′(x0) = − d√
2dx0

= − d
−y0 = d

y0
. La suite des calculs et le resultat sont les

mèmes que dans le 1er cas.

• 3me cas : y0 = 0 Alors x0 = 0 c’est-à-dire M0

 0

0

.

Comme limx→0
f(x)−f(0)

x = limx→0

√
2dx−0
x = limx→0

√
2d
x = +∞ , C{ admet l’axe

de repère (O,
−→
j ) comme tangente, d’où (T) : x = 0⇔ 0y = d(x+ 0).

REMARQUE Lorsque d < 0, seul le domaine d’étude de la fonction f précédente change et

l’équation de la tangente en un point M0

 x0

y0

. a la même forme.
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4.4 Régionnement du plan par la parabole.

THEOREME :

Soit P la parabole d’équation : y2 = 2dx (d 6= 0). La tangente en un pointM0

 x0

y0

 de P a

pour équation : y0y = d(x− x0)
REMARQUE :

Lorsque P a pour équation x2 = 2dy, (d 6= 0), la tangente a pour équation : x0x = d(y − y0).
Exemples

• Soit (P) la parabole d’équation : y2 = −8x.

Le point M0

 −2

4

 appartient à (P) etla tangente en ce point a pour équation

4y = −4(x− 2) c’est-à-dire 4x+ 4y − 8 = 0 c’est-à-dire x+ y − 2 = 0

• Soit (P) la parabole d’équation : x2 − 4y = 0.

Le point M0

 2

1

 appartient à (P) etla tangente en ce point a pour équation 2x = 2(y + 1)

c’est-à-dire x− y − 1 = 0

4.4 Régionnement du plan par la parabole.

Soit (P) la parabole d’équation :y2 = 2dx (d 6= 0). Le foyer de (P) est le point F

 a
2

0

 et sa

directrice la droite (D) d’équation : x = −a
2 .

Proprièté

Pour tout point M du plan dont le projecté orthogonal sur (D) est H, on a :

• M est interieur à (P) si y2 < 2dx

• M est exterieur à (P) si y2 > 2dx

Preuve

Par définition, M est interieur à (P) ⇔ MF 2 < MH2 ⇔ (x− a
2 )2 + y2 < (x+ a

2 )2 ⇔ y2 < 2dx

De même M est exterieur à (P) ⇔ MF 2 > MH2 ⇔ (x− a
2 )2 + y2 > (x+ a

2 )2 ⇔ y2 > 2dx

Exemples

Le point A

 −4

4

 est interieur à la parabole d’équation : y2 = −8x (car

42 = 16 < −8(−4) = 32).

Le point B

 −4

3

 est exterieur à la parabole d’équation : x2 = 4y (car

(−4)2 = 16 > 4 ∗ 3 = 12).

EXERCICES
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