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& Résumé &

Dans ce mémoire , le travail est fait en deux grandes parties . Dans la premiere partie on
élabore un cours détaillé et bien structuré sur les applications de I’espace , en terminale C , et
on propose une série de trente exercices vari€s et regroupés en themes . En plus des themes
prévus par les programmes officiels , nous étudions les rotations de I’espace et les vissages
comme compléments de cours . Dans la deuxieme partie qui est la réflexion pédagogique nous
étudions la classifications des isométries de 1’espace . Pour le faire , on utilise la classification
par points invariants. De cette classification ,Il ressort que toute isométrie de I’espace distincte
de I’application identique, et qui admet pour ensemble des points invariants :un plan ,est une
réflexion ; une droite , est une rotation ; un singleton , est une symétrie centrale ; I’ensemble vide

,est une translation ,un vissage , ou une symétrie glissée .
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& Abstract &

In this dessertation, the work has been divided into two main parts . In the first part, we
have given a detailed lesson on the application of space as used in Terminale" C". We have also
proposed a series of thirty exercises that are varied and regrouped as fonction of the objectives
used . A part from themes found in the official programme, we have studied spatial rotation
and [vissages| as a complement to the lesson . In the second part, which is based on pedagogic
reasoning and understanding , we have studied the classification of space isometry. To do this,
we have used classification by invariant points. From this classification , it is realized that, all
space isometry is different from identical application, and it has a set of invariant points ; of
which : plane is a reflection ; a straight line is a rotation ; a singleton is a central symmetry ; an

empty set is a translation, a vissage, or a glided symmetry .
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& INTRODUCTION GENERALE &

La quéte permanente pour I’amélioration de 1’enseignement des mathématiques et les pro-
gres faits en didactique des mathématiques, ont permis, la création de plusieurs projets didac-
tiques dont le but est non seulement de rendre plus accessibles les connaissances mathéma-
tiques,mais aussi de diffuser des connaissances mathématiques nécessaires aux occupations des
hommes. Autrement dit, arrimer I’enseignement des mathématiques aux TICE (Technologie de
I’information et de la communication pour I’enseignement) ; d’une part, et d’autre part, dispen-
ser des savoirs mathématiques utiles pour résoudre les problemes de la vie courante.C’est dans
cette optique, que le projet PReNUM-AC ( Production de Ressources Numériques pour 1’ensei-
gnement des mathématiques au secondaire en Afrique Centrale ), nous a permis de produire une
ressource sur les applications de 1’espace en terminale C, en vue d’améliorer le cours contenu
dans les différents manuels au programme.Ainsi ce mémoire comporte deux grandes parties,
la premiere est une ressource,qui traite tout le cours sur les applications de 1’espace en classe
de terminale C-E du programme officiel de mathématiques en vigueur au Cameroun.L’ objectif
principal de la ressource étant de produire un cours bien structuré et accessible a tous,un effort
particulier a été fait, tant dans le domaine pédagogique que dans le domaine technique, afin
de rendre 1’ensemble encore plus claire. Ainsi, de nombreux exercices adaptés aux différents
objectifs pédagogiques ont été proposés ; des innovations pédagogiques ont été introduites.La
deuxieme partie qui est réflexion pédagogique est un complément de cours inspiré des difficultés
que les enseignants ont a illustrer par des exemples précis , une conception active de la pédago-
gie des mathématiques relative a ce cours. C’est pourquoi dans cette partie nous étudierons la
classification des isométries par points invariants, pour donner aux enseignants un outil pouvant
les aider a implementer facilement le cours sur les applications de I’espace en terminale "C.
L’ ouvrage comprend 2 chapitres : un chapitre pour le cours subdivisé en sept parties clairement
différenciées et représentant chacune une notion ; et un autre pour la réflexion pédagogique.La
conclusion de ce mémoire retrace la quintessence de ce qui y a été développé et envisage des

perspectives attenantes .
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'@ Chapitre Un ‘ * %

COURS SUR LES APPLICATIONS DE
[ ESPACE EN TERMINALE C

1.1 Présentation générale de la ressource

1.1.1 Pré-requis

. Pour mieux aborder ce cours, 1’éleéve doit connaitre les notions suivantes :
— Transformations affines du plan.

— Orthogonalité dans 1’espace.

Vecteurs de I’espace.

Géométrie analytique dans I’espace.

Isométrie du plan .

1.1.2 Objectifs généraux.

— Proposer a nos collegues et a leurs éleves un cours utile et agréable a la bonne compré-
hension des applications de 1’espace.

— Apporter des améliorations et des compléments sur le cours contenu dans les manuels
au programme , afin de permettre aux éleves d’assimiler ces nouvelles notions et d’abor-
der ainsi dans de bonnes conditions , le cours de géometrie et d’algebre linéaire fait a

université.

1.1.3 Objectifs pédagogiques spécifiques.

A la fin de ce cours, I’éleve devra étre capable de :
— Reconnaitre par des propriétés bien claires chacune des applications de 1’espace et les
caractériser.

— Donner I’expression analytique de chacune de ces applications de 1’espace.
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1.1. Présentation générale de la ressource

— De faire la composition entre ces applications

— Définir une rotation de I’espace , déterminer son angle.

Définir et reconnaitre un vissage

utiliser la classification des isométries de I’espace pour résoudre les exercices.

1.1.4 Schema pédagogique de la ressource

1. Activités d’approches

Elles introduisent des notions nouvelles et ressortent 1’objectif général de la notion a
enseigner. En général leurs conclusions seront mises en évidence.
2. Définitions
Bien stucturées, elles seront écrites dans un langage accessible a tous.
3. Propriétés
Elles énonceront tous les resultats du programme et seront illustrées d’exemples et com-

plétées par des remarques et commentaires.

4. Exercices d’application

Chacun de ces exercices porte sur un savoir faire énoncé en titre. La solution proposée
fait ressortir clairement le point méthode et explique aussi la démarche suivie pour trouver

une solution.

1.1.5 Généralités

Dans les classes précédentes, nous avons étudié le parallélisme et I’orthogonalité des droites
et des plans de I’espace. Dans ce chapitre nous utiliserons ces notions pour définir des applica-
tions de I’espace et étudier leurs propriétés. Dans cette ressource, I’espace £ est muni du repere

b o =
(O,i,7,k). VW désigne I’ensemble des vecteurs de I’espace.

— Le vocabulaire et les résultats concernant les applications du plan s’étendent a I’espace.
— Une transformation de I’espace est une application bijective de £ dans &.
— Une isométrie de I’espace & est une application de & dans & qui conserve les
distances.
— Une application affine de £ est une application de £ dans ¢ dont I’application linéaire

associée conserve le coéfficient de colinéarité.
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1.2. TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

— Une application de £ dans & est une application affine si et seulement si elle vérifie
I’une ou I’autre des conditions suivantes :
— Elle conserve le barycentre de n points pond?’rés (n € N\{0,1})

¥ =ax+by+cz+d

— Son expression analytique est de la forme : < o/ = ¢’z 4+ by + ¢z + d’

\z’ =ad"z+b0y+cz+d
— Les propriétés des applications affines du plan s’étendent a 1’espace. En particulier :
— Une application affine de £ est déterminée par la donnée d’un repere de & et de son
image ;
— L’ensemble des points invariants par une application affine est (), un singleton, une
droite, un plan, ou &
— L’image d’une droite par une application affine est un singleton ou un plan ;

%
— A toute application affine de ¢ est associé un endomorphisme ¢ de W dans lui

méme telle que pour tous points AetBde £ ona: 90(1@) = f(A)f(B;
— Toute isométrie de I’espace & est une transformation affine.
— Une isométrie conserve 1’alignement, le parallélisme et I’orthogonalité.

—— Une isométrie conserve les aires et les volumes.

1.2 TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

1.2.1 Translations
Activité
Soit ABCDEFGH ,un cube
1. Déterminer les images par la translation de vecteur ﬁ des points A, B, C, D.

2. Déterminer les images par la translation de vecteur 1@ des points A, D, H, D

3. On considere le repére orthonormal (A, @, 1@, ﬁ)

Donner coordonnées des vecteurs Di% et D ﬁ dans ce repere.
4. Définir analytiquement la translation de vecteurs D(% +D ﬁ

Solution
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1.2. TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

H
G
B F
= AE D ¢
A B
—
w = AB

1. Les points E, I, G et H sont les images respectives des points A, B, C' et D par la trans-
lation de vecteur ﬁ

2. Les points B, C', G et F' sont les images respectives des points A, D, H, D par la transla-
tion de vecteur 1@

3. Donnons les coordonnées des vecteurs D ? et D v]j} dans le repere (A, E , E, ﬁ)

Les vecteurs 1@ et D ? sont égaux. Donc E ? (1,0,0).
De méme,on a ZT[-} E (0,0,1).

4. Donnons I’expression analytique de la translation de vecteur ﬁ + ﬁ .

Posons U = 1%4— ﬁ
alors ,ona (1,0, 1).

Ainsi soit M (x,y, z) un point de I’espace et M'(z'; 1/, 2') son image par la translation de

vecteur .
Ona:
¥ —x 1
MM =7 | -y [ =] 0
2=z 1
D’ou
r=x+1
y =y
Z=z4+1
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1.2. TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

est I’expression analytique de la translation de vecteur U dans le repere (A, zﬁ , E, E ).

Définition

Soit W un vecteur de I’espace.
On appelle translation de vecteur et on note t=, 'application de I’espace dans lui méme qui

< . . . — < .

a tout point M associe le point M’ tel que MM’ = . C’est a dire que ta(vy=m

Remarque 1.2.1. - Si W = 0 alors M’ = M, est I’application identique et tous les points de
I’espace sont invariants par 5.

-SiW # 8, la translation de vecteur 7 n’admet aucun point invariant.

Propriétés

P1) (Propriété fondamentale) Une application ¢ de 1’espace est une translation si et seulement si
I’image de tout couple de point (M, V) est un couple de points (M’, N') tels que ]\W =
MN.

Consequence

On a MN=M’N" ;ainsi ¢, conserve la distance est une isométrie.

P2) L’image d’une droite par une translation est une droite qui lui est parallele.

Par une translation :
P3) L’image d’une figure plane est une figure plane qui lui est superposable.
P4) L’image d’un solide de I’espace est un solide de I’espace qui lui est isométrique
P5) L’image d’un plan est un plan qui lui est parallele.
P6) L application réciproque de la translation de vecteur « est la translation de vecteur —.

P7) La composée de deux translations de vecteurs « et ¥ est la translation de vecteur 4 + .

Expression analytique d’une translation

Soit ¢ une translation de vecteur (a, b, ¢), M(x,y, z) un point de ’espace et M’ (z',y/, 2’)

son image par la translation ¢; ; on a
MM =4

et les coodonnées de M'(z2';y/, ') vérifient :
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1.2. TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

¥=x+a
y=y+b
Z=z+c¢

Proposition

—

L’espace est muni du repére (O, i, j’, /2) L’expression analytique de la translation de vecteur

i(a,b,c)est:

¥=x+a
y=y+b
Z=z+c

Exemple 1.2.1. Donnez I’expression analytique de la translation de vecteur 7(1, —2,—1). Soit

M (z,y, z) un point de 1’espace et M'(z’, v/, 2') son image par tz. On a :

¥ —x 1
MM =4 Tl =
= U < y—y = -2
z—2 -1
D’ou

=x+1

y=y-2

Z=z-1

Exercices d’application

Exercice 1.2.1. Soit ¢ une translation de vecteur non nul .
1. Caractériser les plans (P) tels que t(P) = (P).
2. Caractériser les droites (D) telles que ¢(D) = (D).
Solution
1. L’ensemble des plans (P) tels que ¢(P) = (P) est I’ensemble des plans paralleles a la
direction de
2. L’ensemble des droites (D) telles que ¢(D) = (D) est I’ensemble des droites dirigées par

le vecteur .

Exercice 1.2.2. Soient les plans (P) et (P’) d’équations respectives 2z + 3y + 2 = 0 et 2z +
3y+2z—2=0.
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1.2. TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

1. Verifier que ces 2 plans sont paralleles.

2. En déduire qu’il existe une translation dont on déterminera le vecteur de translation qui

transforme (P) en (P').
Solution

1. Vérifions que les plans (P) et (P’) sont paralleles. Un vecteur normal de (P) est 77(2, 3, 1)
qui est aussi le vecteur normal de (P’).

Donc (P) et (P’) sont paralleles.

2. Soit A(1,—3) un point de I’espace appartenant au plan (P). Alors on a t(A) € (P’)
puisque t((P)) = (P').

1.2.2 Homothéties de I’espace
Activité

Soit ABCDEFGH un cube, h ’homothétie de centre A et de rapport 3. On donne A(0, 0, 0),
B(1,0,0), D(0,1,0), B(0,0,1), C(1,1,0), F(1,0,1), G(1,1,1), H(0,1,1) , dans le repere

(A, AB, AD, AE)

1. Construire les images par h de tous les sommets du cube.Quelles sont les caractéristiques

du solide obtenu ?

2. Déterminer I’expression analytique de h’/,homothétie de centre G(1,1, 1) et de rapport

k = 2 dans le repere (A, B, D, E).

solution
H G
]
]
]
]
]
]
]
:
! F
H G’
]
]
F |
X0 2 i C
/’F’
D’ C
X B’ B
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1.2. TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

1. Déterminons les images par h de tous les sommets du cube .
Ona: h(A) = A h(B) = B h(C) = C" ,h(D) = D' ,n(F) = F' ,h(G) = G
Jh(H) = H', avec ﬁ = %1@ 1@ = %1@ ﬁ = %E ﬁ = %ﬁ ﬁ = %ﬁ
,1@ = %1@ ,ﬁ = %fﬁ[ Ainsi :
Le solide obtenu est un cube d’aréte A'B’ = ; AB.

2. Donnons I’expression analytique de //(G, 2) ,homothétie de centre G et de rapport 2

Soit M (x,y, z) un point de £, M'(z',y’, ') son image par 4. On a :

-1 z—1 Tz =2x—1

—

GM' =2GM & y/—l =2 y—l = y’:2y—1 dans(A,B,D,E).
Z—1 z—1 2 =2z—1

Définition-exemple

Soit O un point de £ et k£ un nombre réel non nul. On appelle homothétie de centre O et de
rapport k et on note h(O, k), I’application i du plan dans lui méme qui & tout point M associe
le point M’ tel que :

OM' = kOM.

Cas particuliers

— Sik = 1alors M’ = M, h est I’application identique et tous les points de £ sont inva-
riants.

— Si k = —1, ’homothétie de centre O et de rapport —1 est la symétrie de centre O.

Remarque 1.2.2. Le rapport d’une homothétie est toujours non nul.

Propriétés
Propriété caractéristique

Soit £ un nombre réel non nul et différent de 1. Une application de £ dans lui m&€me est

une homothétie de rapport k si et seulement si I’image de tout couple de points (M, N) est un

couple (M’, N') tel que M'N’" = kM N.
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1.2. TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

Autres propriétes

P;) Tout homothétie de I’espace conserve : le parallélisme, 1’orthogonalité, les angles orien-

tés, le contact.

P,) Les homothéties ne conservent pas la distance, ne conservent pas les aires, ne conservent

pas les volumes. Donc les homothéties ne sont pas des isométries.

P3) Les homothéties transforment :
— Une droite (D) en une droite parallele a (D).
— Un solide en un solide de méme nature
— Un plan en un plan parallele.

— Un parallélogramme en un parallélogramme.

P,) Une homothétie de rapport k£ multiplie les distances par | k| , les aires par k% , les volumes
par |k|®.

P5) Lapplication réciproque de I’homothétie de centre O et de rapport k est I’homothétie de

A 1
méme centre et de rapport 1, k # 0

Ps) Les homothéties de 1’espace sont des transformations bijectives de 1’espace .

Expression analytique d’une homothétie

L’expression analytique de I’homothetie de rapport &£ non nul est donnée de la maniere sui-
vante dans le repere (O, i 7, E)
Soit A (€2, k) ’homothétie de centre (g, yo, 20) et de rapport k € R — {0, 1}. Soit M (z,y, 2)

un point de € et M'(2’, 7/, 2') son image par h. On a :

i T — T ¥ =kx+ (1—k)xg
—>, H
OM'=kOM & | o —yo | =k y=—w | S ¥V =ky+({1-ky
2 — 2 zZ— 2 2 =kz+(1—-k)z
- - =
Exemple 1.2.2. L’espace est rapporté au repere (O, i, 7, k).

1. Définir analytiquement 1’homothétie de centre 7(1, —2,5) et de rapport k = %

2. Donner la nature et les éléments caractéristiques de 1’application définie analytiquement
x¥=-2x—4
par ¢ ' = 2y +1
2l =—-2243
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1.2. TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

Solution

1. Soit M (z,y, z) un point de £ et M'(z’,y/, 2’') son image par h. On a

-1 x—1 o= — 3
H H - = =
IM=3IM & | y+2 [ =5 y+2 | & y=35y+1 dans(0,i,j,k).
_ 3 5
2 =5 zZ—=95 Z=52-35

2. Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de 1’application h d’expression
¥ =—-2x—4
analytique ¢ ¢ = —2y +1

2 =-22+3
Cette expression analytique a la forme caractéristique de I’expression analytique d’une

homothetie de rapport k = —2.

Déterminons 1’ensemble des points invariants pour avoir les coordonnées du centre ).

v =20 —4 37 — —4 =3
y=-2y+1 1 3y=1 e y=3:
z2=-22+3 3z=3 z2=1
_3
1
9 N 1
D’ou 2 3
1
_3
1

Donc h est I’homothétie de centre ) et de rapport k = —2.

— Wl

Composée de deux homothéties
Composée de deux homothéties de méme centre

Activité
—1
On donne le point A | 2 et hy = h(A,—3), hy = h(A, 3), hs = h(A, 3).

—2
Déterminer la nature, les éléments caractéristiques et I’expression analytique de h,ohy et hyohs.
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1.2. TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

Solution
1. hy o hy est ’homothétie de centre A et de rapport k = —%. Elle a pour expression analy-
_ _3 5
JJ/ —537 -3

—

tique: < ¢ = —2y+5  danslerepere (O, i 7, /;)

- —

Elle a pour expression analytique : ¢ ¢/ = —y +4  dans le repere (O, 1, j, IZ)

Théoreme 1.1. Soit ~; et hy deux homothéties de centre O et de rapport k; et ko respective-

ment. Alors :
1. hy o hy est une homothétie de centre O et de rapport kiks , si kijks # {—1,1}.
2. hy o hy est une symétrie de centre O , si k1ko = —1.

3. hy o hy est ’application identique , si kjky = 1.

Composée de deux homothéties de centres distincts

Activité
1 -1
L’espace est rapporté au repere (O, 07 E) Soit les points O; | —1 |; Os 0 et
0 1
0

Os 1 et les homothéties hy (01, ) 5 ha(Os,2) 5 h3(O3, —4).

-1
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de hy o hz et ho o hy .

Solution

hy o h3 est ’homothétie de centre €2 et de rapport k = —2.
Pour déterminer les coordonnées de €2, nous allons d’abord écrire I’expression analytique de
hy o hg. Pour cela, nous définirons analytiquement h; et hs.
En effet, soit M(x,y, z) un point de £ et M’(x’,y/, 2") son image par hy o hg. On a M’ =
hy o h3(M)ie M’ = hy[hs(M)] = hy(M;) avec My = h3(M).

DLP.E.S II 2013 - 2014 12|



1.2. TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

Déterminons les coordonnées de M puis celles de M'. On a :

T, = —4x
Donc § y; = —4y +5

z1=—4z—5

De méme, on a

1 1
x—2$1+2

—

M = hi(M;) & OM' = 10/M < PSS VYR | dans O,i,;’,lg . Ainsi en rempla-
2 Yy =30 —3

z = %Zl
cant x1 ,y; et z; par leur valeur respective prise dans I’expression analytique de h; on a :

v/ = (—4x) + 3 v =20+ 3
y=3(dr45) -5 & v=-2y+2
Z=1(—4x-5)—1 7 =-2z-2

—

dans (0; 1, J, E) (2 le centre de I’homothétie est le seul point invariant par h; o h3. Ainsi on a :

_ 1 _ 1
=2z + 5 T =g
_ _ 2
Yy =-2y+2 < y=3
_ 5 _ _5
?=-2z—3 z=—3
1
6
Conclusion : hy o hs est ’homothétie de centre () % et de rapport k = —2..
_5
6

ho o h; est une translation (car onak, X ky = 1> de vecteur O, 0;1. Calculons les coordonnées

de O}.Ona:

0/1 = h20h1(01>
— hg(Ol)

I’expression analytique de hy nous permet d’obtenir facilement les coordonnées de O . ho(Os, 2)

a pour expression analytique :

DLP.E.S II 2013 - 2014 13|
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¥ =2x+1
y =2y
Z=2z—-1
3 2
donc O' | —2 | d’ou @ = OlﬂO1 —1 | estle vecteur de translation , dont I’expression analy-
-1 -1
tique est :
¥=x+2
y=y-1
Z=z-1

dans le repere (0; 7, 7, E)

Théoreme 1.2. Si h; est une homothétie de centre O; et de rapport k1, ho une homothetie de
centre Oy # O et de rapport ks. Alors :

hs o hy est une homothétie de centre €2 ( a déterminer )et de rapport k1 ko si k1ky # 1; et une
translation, si k1ks = 1. En outre hy o hy # hs o hy.

Remarque 1.2.3. 1. Le centre de I’homothétie hs o h; , est le point invariant par hy o hy.

2. Le vecteur de la translation est déterminé en cherchant I’'image d’un point par hy o hy.

Composée d’une homothétie et d’une translation.

activité

L’espace £ est muni d’un repere (0; i 7, E)

Soit ¢ la translation de vecteur @ = —2i + J + 3k et soit h ’homothétie de centre (1, —3,4) et

de rapport —Z.
1- Définir analytiquement I’application f = h o t.

2- Démontrer qu’il existe un point A et un seul, invariant par f puisque f est une homothétie

dont on précisera le centre et le rapport.

3- Reconnaitre de méme 1’application g =t o h. At-ontoh =hot?
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1.2. TRANSLATIONS ET HOMOTHETIES

Solution
1- Soit M (z,y, z) un point de £ et M'(z’,y/, 2') son image par hotona:
M' = hot(M)
= h[t(M)]
= h(M;) avec My =1t(M)

Définissons analytiquement h et ¢

—
M, = t(M) < MM, = 1, donc les coordonnées de M, vérifient :

1= —2
yp=y+1
n=z-3
. / ST 207 £ /o4
Par ailleurs on a M’ = h(M;) < QM' = — QM donc les coordonnées de M’ vérifient :
o =—2x,+2
y'=—3n-5
Z = —%zl + %
En remplacant x; par sa valeur on a
' =—2r+3
_ 2 17
y=-3y—3%
Z=—2y4 %

2- Démontrons que I’ensemble des points invariants est un singleton.

r=2x+3 3z =—22+9 x=2
y=3y—5 S\ y=-2y-17 & y=-%
z:gz—i—% 3z = —2z+26 z:%

win

Ainsi f est une homothétie de centre A <§, —%, %) et de rapportk = —

3- Déterminons I’application t o h .
k # 0, alors t o h est une homothétie. Déterminons son centre /.
Soit M (x,y, z) un point de I’espace et M"(z",y",2") son image par t o h on a M" =
¥ =19 —2
t o h(My). Les coordonnées x”,y", 2" de M" vérifient : ¢ " =y, +1 00 T2, ¥a, ety Vé-

2 =2y —3
rifient :
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_ 2 5 " _2,._ 1
L2 30+ 3 =3 3
Yy = —gy —5 dou y" = —gy — 4 est I’expression analytique de ¢ o h dans le
2., 2 n_ 2,11
2 32T 3 2 =—32+3
repere (O; 1, j, k) Déterminons les coordonnées du centre [ .Posons [ (z,, Yo, 2,) I est le seul
2 1 1
Ioz—gl'o—g .ZUOZ—B
point invariant par toh donc ses coordonnées vérifient: ¢y, = —2y, —4 S y,= -2
2 11 11
ZO:—§ZO+? Zo:—g
d’ou to h est ’homothétie de centre [ (—%, —%, —1—51) et de rapport k = —% il est donc claire

que lorsque k # 1,onaaussitoh # hot.

Théoreme 1.3. Si & est une homothétie de centre O et de rapport k& # 1 et ¢ une translation
de vecteur , alors h o t est une homothétie de rapport k£ # 1 et une translation si £ = 1

N B :- Si ¢ est une translation de vecteur ¢ I’application réciproque de ¢ est une translation
de vecteur —v et 1’application réciproque de I’homethétie de rapport k& est I’homothétie de
méme centre et de rapport % par suite, I’application réciproque de 1’application h o t est

-1
I’application (h o t) = t~! o h~! I’homothétie de rapport %

Exercices d’application

Exercice 1.2.3. Soit ABCDFEFGH un cube et f I’application qui, a tout point M de &, associe
le point M’ tel que :
MM = MA - MB - MC

Démontrer que f est une translation
translation de vecteur £’ ﬁ

—
Indication : II suffit de monter que M M’ est indépendant du point M.

Exercice 1.2.4. Soient les points A(1,—-2,1) B(—1,0,2) A'(0,1,1) B'(4,—3,—1)

1— Démontrer qu’il existe une homothétie A, dont on précisera le centre et le rapport telle que
A" = h(A) et B' = h(B). Indications : exprimer A'B en fonction de AB pour avoir le rapport
k, puis définir analytiquement A et en déduire les coordonnées de son centre (2, en déterminant

I’ensemble des points invariants.

Solution : (2, —2) avec (%, —1,1).
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1.3 PROJECTIONS DANS I’ESPACE

1.3.1 Projection sur un plan

activité

Le plan est muni d’un repere orthonormal (O; 7, J, E)

On considere dans I’espace ¢ le plan (P) d’équation cartésienne 2x +y + 2z —4 =0 etla
(
r=—-1+2A
droite (®) de représentation paramétrique : ¢ y =1 — ) A €R.
z=1-2\

nera les coordonnées.

dont les coordonnées sont données par :

\

. Démontrer que la droite (®©) et le plan (P) sont sécants en un point A dont on détermi-

Soit P I’application de £ dans £ qui atout point M (z,y, z) associe le point M’ (x',y/, 2')
(

v’ =35z +y+2z—4)
Y =3(—2z+2y — 2z +4)

7 =1(—4r -2y — 2z +38)

\

(a) Démontrer que I’ensemble des points invariants par I’application P est le plan (P)

(b) Démontrer que I’ensemble des antécédents du point A par I’application P est une

droite parallele a (D)

. Soit B(1,0,1) un point de (P)

. Montrer que le vecteur M M’ a une direction fixe que 1I’on précisera.

Déterminer I’ensemble des antécédents du point B par 1’application P puis conclure.

Solution

—2) un vecteur directeur de (®) et 7(2,1,2) un vecteur normal a

(P) On sait que (P) et (©) sont sécants si et seulement si «.77 # 0. Ainsi, on a

1. Soit (1,1,
—1 2
1 1]. =
9 2

—3 # 0Donc (D) et (P) sont sécants. Soit A | y,

o
Leur point

20

d’intersection.les valeurs de xg, yo, 2o prise dans la représentation paramétrique de (D)

vérifient :
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Ona: 2(—1+AN)+1-XA+2(1-2\)—-4=0 <« -3-3A=0< A= —-1dou
-2
Al 2
3
2. Démontrons que 1’ensemble des points invariants par 1’application P est le plan (P)
Soit M(x,y, z) un point de &. M est invariant par P signifie que P(M) = M , on
trouve que 1’ensemble des points invariants est le plan d’équation :2z 4+ y 4+ 2z — 4 = 0.

3. Montrons que le vecteur M M’ a une direction fixe dont on précisera .

T —x

s
MM" = | 4 —y | - En remplacant 2’ 3 2’ par leur valeur prise dans I’expression
2 —z

analytique on a :

sr+y+2z—4)—u 20 +y—22—4
MM |1 MM’
3(2r42y —2244) -y | & —2r —y—2z+4
(-4 —2y—z+8)— 2 —4r — 2y — 4248
1

. — .. R
< (2z+y+22—4) | —1 | Cestadireque MM’ aladirection du vecteur (1, —1, —2)

—2
(vecteur directeur de la droite (©) ).On dit que la droite () est la direction de la

projection P sur le plan (P)

4. Déterminons I’ensemble des antécédents du point 5.
Soit M(x,y,z) un point de & , antécédent de B par P. Alors les coordonnées de M
V(ériﬁent :

1=3(5z+y+2z—4)

r+y+2z—7=0
0=3(-2z+2y—22+4) =

—4dr—2y—2+4+5=0

1=3(—4z—2y—2+38)

\
Donc I’ensemble des antécédents est une droite del’espace (comme intersection de deux

plans non paralleles) de vecteur directeur (1, —1,—2) qui est le vecteur directeur de

ladroite (D).
Conclusion

— L’application P définie ici est la projection sur le plan (P) parallelement 2 (D) C’est
pourquoi (P) est I’ensemble des points invariants et (D) est la direction de I’ensemble

des antécédents.
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—  La méthode suivie ici pour déterminer 1’ensemble des points invariants (P) ainsi que la

dierction (®) est celle que nous suivrons dans le cours.

Définition

Soit (P) un plan de I’espace £ et (D) une droite non parallele 2 (P) On appelle projection sur
le plan (P) parallelement a (®) I’application P de ¢ dans £ qui a tout point M de I’espace

associe le point M’,point d’intersection de (P) avec la parallele (D) passant par M.

M

Remarque 1.3.1. 1. L’images d’un point par une projection est appelée projété de M.

Exemple : Sur la figure ci-dessus, M’ est le projété de M.
2. La projection sur un plan (P) parallelement a une droite (©) est dite orthogonale
lorsque (P) est orthogonale a (D).

3. Pour toute projection P de I’espace, ona P o P = P. De méme, toute application de

I’espace vérifiant f o f = f est une projection de I’espace.

Propriétés

Propriété immédiate
Soit P une projection sur un plan (P) parallelement a une droite (D).

— L’ensemble des points invariants par P est le plan (P)

— L’ensemble des antécédents par la projection P est la parallele a (D).
Autres propriétés

i) _Conservation du coefficient de colinéarité. Soient A, B et C trois points et A’, B’, C’ leurs

images respectives par une projection. S’il existe a € R tel que f@ = a%@ alors on
— —
a: AC" =aA'B

Conséquences
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() 3 points alignés ont aussi leurs images alignés par une projection.

() Toute projection de I’espace est une application affine, d’application linéaire asso-

ciée une projection vectorielle P .

ii) Image d’une droite, d’un plan.

Proposition 1.1. .

1. Soit P une projection sur un plan parallelement a une droite (®). Soit (AB) une
droite. A’ et B’ les images respectives des points A et B par P.
— Si A’ #£ B’ alors I'image de la droite (AB) est la droite (A’B’)
— Si A’=B’ alors I’image de la droite (AB) est le singleton {A'}

2. Soit P une projection, (D,) et (D,) deux droites paralleles, alors leurs images

(D)) et (D) par P sont paralleles.

3. Soit P la projection sur le plan (P) parallelement a une droite (®). L’image par P

d’un plan parallele a (D) est la droite d’intersection de ce plan avec le plan (P)

Exercice d’application

Lespace & est rapporté 2 un repere (O, 7, J, k) .
On considere ’application P de ¢ dans ¢ qui a tout point M(x,y,z) associe le point
M'(2',y,2") défini par :
(
/ —

r=—-—x—y+2z—-1

Y =—20+22—1 ,etle point A(4,—5,5)

2 =-20—-y+3z—-1

\
1. Calculer les coordonnées de M” (x”,y”,2”) définis par P o P(M) = M” puis déter-

miner la nature de P.
2. Quelle est I'image par P de la droite d’équation: z — 1=y —2=2—3
4

=142\

3. Quelle est I'image par P de la droite de représentationparamétrique : ¢ ¢ = 2 + \

z2=34+2\
4. Quelle est I'image par P du plan d’équation: 3z —y — 22+ 2 =0

Solution :

DLP.E.S II 2013 - 2014 20|



1.3. PROJECTIONS DANS L’ESPACE

1. Calculons Po P(M)= M".
Ona PoP(M)=P(P(M))=P(M')=M" donc z”, y" et z” vérifient :
( (

x”:—;p/—y/+22/—1 C(]”:—:L‘—y—i-QZ—l:l’/
Y =27 +22 — 1 on trouve que :{ ¢ = — 27 +2; — 1 = ¢/
2 =2 —y +37 —1 2="2r—y+3z—-1="2".

\
Donc P o P(M) = P(M) .D’ou P est une projection de ¢
2. Déterminons I’ensemble des points invariants et la direction (qui est I’ensemble des anté-

cédents de A’ par P).

i) Ensemble des points invariants par P. Soit M (x,y, z) un pointde . M est invariant
par P signifie que P(M) = M on trouve que I’ensembledes points invariants est le

plan: 22 4y —22+1=0

ii Déterminons I’ensemble des antécedents du point A’
On a A(4;—5;5) Les coordonnées du point A" sont obtenu & partir de I’expression
analytique de P. D’ou A’(10;1;11)
A'insi I’ensemble (®) des antécédants de A’ vérifie :

100=—-2—-y+22-1

r+y—22+11=0
1=-2r+4+22-1 And

20 +y—32+12=0

11=-2z—-y+32—-1
3. DéterII;inons I’image par P de la droite d’équation v — 1 =y —2 =2 —3
La droite ainsi définie passe par le point B(1;2;3) et dirigée par le vecteur w(1;1;1) .
Donc son image passe par B’ = P(B) et dirigée par le vecteur v/ = P(7) , Avec
B'(2;3;4) et v/ = 0.
Ainsi, comme P(%) =0 alors I'image de cette droite est le singleton {B’}

4. Déterminons I’image par P de la droite de représentation paramétrique :
(

=142\

y=2+x (X €R).

z =342\
\
La droite ainsi définie passe par le point C(1;2;3) et dirigée par 9(2;1;2). On a

v = P(¥) = (1;0;1) # 0. Ona C'(2;3;4), comme v # 0, I'image de cette droite est
la droite passant par C’(2;3;4) et dirigée par v/ = (1;0;1).

5. Déterminons I’image par P du plan d’équation 3z —y — 22 + 2 = 0.
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Le plan donné passe par le point 7(0;0; 1) et dirigé par les vecteurs (1;1; 1) et w(1;3;0).
Ona P(@) =0 et P(w)(—4;—2;—5) # 0. Par suite,P (P) est la droite passant par
I'=P(I) = (1;1;2), et dirigée par P(w) = (—4; —2;—5) .

Commentaire On pouvait aussi déterminer I’image par P du plan en calculant f)(ﬁ)

avec 77 vecteur normal du plan.

1.3.2 Projection sur une droite (A) parallelement a un plan (II).
Activité

Le plan est muni du repere orthonormé (O; i 7, E)

On considere dans I’espace ¢, le plan (II) d’équation cartésienne 2z +y + 2z —4 =0 etla
(

r=—-1+X
droite (A) de représentation paramétrique { y =2 — \ (A € R).
z=1-=2\
\

1. Soit q I’application de ¢ dans & définie par :
(
o =—3(2r+y+2z+1)

WV =320 4+y+22+4)

\z’ = t(4z + 2y + 42— 1)
2. Démontrer que pour tout point M de I'espace £ qoq(M) = q(M).

3. Démontrer que I’ensemble des points invariants par ¢ est la droite définie a I’énoncé.

—) X
4. Démontrer que 1’ensemble des vecteurs M M’ est un plan dont on précisera une base (

deux vecteurs directeurs).

5. Vérifier que I’ensemble des antécédents du point A par I’application ¢ est un plan parallele

) P
a celui de I’ensemble des vecteurs MM’ .
Solution.

1. Démontrons que pour tout point M de I’espace & qo q(M) = q(M)
Ona gog¢(M)=q(¢(M)) = ¢(M') = M”

A(insi ona
B =—1(22 +y +22+1) =2
< yn — —%(2%%—3/—1—22’—1—4) — y/
\z” =142+ 2y +42' - 1) =2
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Donc g o q(M) = q(M) . D’ou q est une projection de 1’espace.

2. Démontrons que 1’ensemble des points invariants par g est la droite définie a I’énoncé.
Soit M(x,y, z) un point de &. M est invariant par ¢ signifie que ¢(M) = M.On trouve

o . —bhr—y—22—1=0
que I’ensemble des points invariants est : , systeme d’équa-

dr+2y+2—-1=0

tions cartésiennes de la droite (A) passant par le point A(—1,2,1) et dirigée par le

vecteur 7(1, —1,—2) qui sont les caractéristiques de la droite définie a I’énoncé.

—
3. Démontrons que 1’ensemble des vecteurs MM’ est un plan dont on précisera deux

vecteurs directeurs.

 —x

7 . .
MM" = | ¢ —y | - En remplagant 2’ 3 2’ par leur valeur prise dans I’expression
2 —z

analytique, on a :
(

/

¥ —r=z:(-br—y—22-1)

W=

—>/ / /
MM" = ¢y —y=42x —2y+2z+4) posons: X =" — ;Y =y —y; 7 =

\z’—z: s +2y+2—1)

2’ — z et cherchons quatre réels a, b, ¢, etd tels que a(z' —z) +b(y' —y) +c(2'—2)+d =0
c’est adire que aX 4 bY + c¢Z + d = 0.1l est facile de remarquer que 2X +Y +27 =0
donc il suffit de prendre a = 2;b = 1;¢ = 2 et d = 0. Ainsi on deduit que le vecteur
W est contenu dans le plan d’équation cartésienne : 2X + Y + 27 = 0 les vecteurs

u1(—1,0,1) et v3(1, —2,0) forment une base de ce plan.

4. Verifions que I’ensemble des antécedents du point A(—1,2,1) est un plan paralléle au

plan trouvé a la question précedente. I’ensemble des antécedents du point A est défini
( (

—1=—3Q2z+y+22+1) —2rx—y—22=0

par: 2= :(2x4y+2z+4) = §22+y+22—2=0 ce systeme est
1=3(4z+2y+42-1) dr+2y+42—4=0
( \

équivalent a I’équation :2x 4+ y + 2z — 2 = 0. Il est évident que cette équation cartésienne

est celle d’un plan parallele au plan d’équation cartésienne 2X + Y + 27 =0

Définition

Soit (A) une droite de ¢ et (IT) un plan non parallele a (A). On appelle projection sur (A)
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parallelement a (II) I’application ¢ de { dans £ qui atout point M du plan associe le point

M, intersection de A avec le plan parallele a (II) passant par M.

u
1T <

A
M
| M/
w :
M € (A)
qM)=M &
(MAM')//(IT)
Propriétés

i) Propiété immédiate

Soit (A) une droite et (IT) un plan. Soit q la projection sur (A) parallelement a (IT) .
L’ensemble des points invariants par q est la droite (A) et I’ensemble des antécédants est le

plan P parallele a (II).

ii) Autres propriétés.

Les autres propriétés sont les méme que celles énoncées pour les projections sur un plan.

Expressions analytiques d’une projection.

1. Projection sur un plan parallelement a une droite.

Soit P la projection sur un plan P parallelement & une droite (D). L’expression analy-

M e P
tique de P s’obtient a partir des propriétés suivantes : M’ = P(M) <
(MM')//(D)

2. Projection sur une droite (A) parallelement a un plan (II) .

Soit ¢, la projection sur une droite (A) parallelement & un plan (IT) .
L’expression analytique de ¢ est obtenue ainsi qu’il suit :

M € (A)
M =q(M) &

(MM")/ /(1)
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APPLICATION Dans I’espace & rapporté a un repere orthonormé (O;?,;’, E).Soit le plan
d’équation : z — 3y + z — 1 = 0 et D(2;u) la droite passant par A(1,0,1) et dirigée par
(-2, 1, 1).définissons analytiquement les projctions P sur le plan (P) parallelement a la droite
(D) ;puis la projection ¢ sur la droite (D) parallelement au plan (P).

Solution La projection P est caractérisée par deux propriétés :pour tout point M (zy, z) de
¢ d’image M'(z2',y'z’") par la projection P ,le vecteur W est colinéaire au vecteur u; et
le point M’ appartient au plan (P). Soit A, un nombre réel, la premiere propriété s’écrit :
(x’ =z -2\

Y =y+ A (A € R). La deuxieme s’écrit :z’ — 3y’ + 2’ — 1 = 0,le réel \ est donc

2 =z4+ )\
tglquel’ona:c—Q)\—?)(y—i—)\)—l = 0cestadireque: A = ;(x —3y+2z—1)en
reppotant cette valeur de A dans le systeéme précedent, nous obtenons I’expression analytique
v’ = 12z + 6y — 22 + 2)
de la projecton P : ¢ = i(x +y+2z—1) . la projection ¢ est caractérisé par deux

7 =3x—3y+52—1)

\
propriétés :pour tout point M (z,y, z, ) de £ et d’image M'(x’,y/', 2’) par la projection ¢, le vec-

—
teur M M’ est orthogonal au vecteur normal du plan (P) ;et le point M’ appartient a la droite

e
(D). La premiére propriété s’écrit :MM'. 7 = 0 < (' —2) —3(y —y) + (2 — 2z) = Ola
(

¥ =x—2\
deuxieme s’€crit :AM" = N0 < o/ =y + A (A € R). de ces deux expressions on
Z=z4+A

k
obtient I’égalité suivante :(1 —2X) — 3N + (1+ X) =z —3y+zdou N = {(—z+3y— 2z +2).

en remplacant cette valeur de )\’ dans le systéme précedent on a I’expression analytique de la
(
r’ = 1(2z + 6y + 22)

projectiong: ¢/ = L(—z+3y—2+2) (A € R).

=

Kz’:i(—x—i-3y—z+6)
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Exercice d’application

On consid,ére I’application f de I’espace ¢ dans lui méme qui a tout point M (x,y, 2)
a' =3z — 2y + 22)
définie par: ¢ o/ = —2(z — 2y + 2z)

2= 2(x — 2y +22)

1. Démontrer que I’'image M’ de tout point M appartient a une droite (®) dont on déter-
minera un repére (A, W)
c . . / VIV, N
2. Démontrer que pour tout point M d’image M’ le vecteur M M’ est orthogonale a .

En déduire que f est la projection orthogonale sur (D).
Solution

1. Démontrons que I’'image M’ de tout point M appartient a une droite de 1’espace dont on
précisera le repere. en observant 1I’expression analytique de 1’application f on remarque

2¢' +y =0
que son systeme d’équation est équivalent au systeéme suivant : ,qui est

y+2 =0
un systeme d’équations cartésiennes de la droite (©) passant par le point O (origine du
repere) et dirigée par le vecteur u(—1,2, —2).

/

' —x

!/ — !
2. Montrons que le vecteur M M’ est orthogonal au vecteur u. On a :MM' = | o/ —y
2 —z

En remplacant z’ ¢’ 2z’ par leurvaleur respective prise dans I’expression analytique, on
a:

¥ —x=3(—8x—2y+22)

Ol

MM = y’—yz%(—Zm—E)y—élz) posons: X =2’ —x;Y =y —y; Z=2'—2

\z’ —z = §(2z — 4y — 52)

et cherchons trois réels a, b, etc tels que a(z’ — x) + b(y —y) + ¢(z/ — z) = 0 c’est a
dire que a X + bY + c¢Z = 0.1 est facile de remarquer que X — 2Y + 27 = 0 donc il
suffit de prendre a = 1;b0 = —2; ¢ = 2. I’ensemble des vecteurs W est contenu dans
un plan de vecteur normal7i(1, —2, 2) colinéaire au vecteur u(—1,2, —2) ;d’ou W est
orthogonal a #.0n conclut alors que I’application f est est la projection orthogonale sur

la droite (D) .
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1.4 REFLEXIONS

1.4.1 Activité
Dans I’espace rapporté a un repere orthonormal (O;;,f, E).On considere I’application f
(
t' = 13z + 6y — 2z — 14)

définie par: ¢ o/ = 1(62 — 2y + 32 + 21)

=

2 =

\ (=22 43y + 62 —7)
1. Verifierque fo f(M)=M
2. Deteminer ’ensemble des points invariants par f ;
3. On suppose que I’ensemble des points invariants est le plan (P) d’équation :2x — 3y +
z + 7 = 0.Montrer que le vecteur W est orthogonal au plan (P);
4. Soit I(x1, 41, 21) le milieu du segment [M M'], montrer que [ appartient au plan (P) ;
5. Conclure sur la nature et les éléments caractéristiques de f ;
6. Soit () le plan d’équation cartésienne : x —2y+2z—3 = 0.Donner I’expression annalytique
de la reflexion S(q),de base Q.
Solution
1. Verifions que f o f(M)= M soit M(x,y, z) un point de {,M’(z’,y’, z’) son image par
(x” = (32" + 6y — 22/ — 14)

fiet M7 (2", y", 2") celle de M' par f.Ona: ¢ " = 1(6a’ — 2y + 32" + 21)

2 =1(=22'+ 3y + 62 —7)
\
On trouve que (2" = x,y” =y, etz"” = z); ainsi on adonc f o f(M) = M ,on dit que f

est une application involutive.

2. Determinons 1’ensemble des points invariants par f soit M (z,y, z) un point de I’espace,
M est invariant par f signifie que f(M) = M.
On trouve que I’ensemble des points invariants par f est le plan (P) d’équation carté-
sienne :2x — 3y + z + 7 = 0. On dit que (P) est la base de I’application f.

3. Montrons que le vecteur MM’ est orthogonal au plan (P). soit M (x,y, z) et M'(2',y/, 2')
son image par f.Ona:

¥ —x

MM’ | / —y | - Enremplacant 2z, y, 2’ par leur valeur prise dans 1’expression ana-

2 —z
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lytique, on a :
L(—4x + 6y — 22 — 14)
MM | 1L
2 (6 — 9y + 3z + 21)
H(—2c+3y—2z—7)
1 1 = 2o 7
Nous remarquons que MM’ = =(—2x + 3y — z — 7)(2i — 3j + k). Donc le vecteur M M

est colinéaire au vecteur normal de (P). D’ou M M’ est orthogonal a (P).

. Soit I(x1,y1, 21) le milieu du segment [M M'], montrons que / appartient au plan (P)
Exprimons les coordonnées du point / en fonction de x, y, etz.

$
1 =2 = L(5r 4+ 3y — 2 —7)

Ainsiona: §y =Y = L3z 4 3y 4 3, 4 2

2421 3 13 7
Srrlcr gyt e —g)

\
On remarque que : 2x; — 3y; + 21 + 7 = 0, d’ou le point I appartient au plan (P)

21

e
Conclusion : Le vecteur M M’ est orthogonal au plan (P) et le milieu / du segment
[M M'’] appartient a (P) qui est I’ensemble des points invariants. Alors I’application f est

la reflexion de base (P).

. Soit (@) le plan d’équation cartésienne : z — 2y + 2z —3 = 0.Donnons I’expression annaly-
tique de la reflexion S(q) , de base (Q). Soit M (zy, z) un point de § d’image M’ (z',y'2")
par la réflexion de plan (@Q)). On a M’ = Sg)(M) si et seulement si le vecteur W est
orthogonal au plan(Q),et le milieu du segment[) M'] appartient au plan (Q). Soit A, un
(93’ =x+ A

nombre réel, la premicre propriété s’écrit : { ¢/ =y — 2\ (A € R).

Z=z+ A
\
Le milieu du segment [M M’] est le point de coordonnées :

(2 2 = e+ 3y - A=+ D).

Ainsi la seconde propriété est verifiée si et seulement si

(z+3)—2y—A)+(2+3)—3=0cestadireque A\ = —(z — 2y + z — 3).

En remplagant cette valeur de )\’ dans le systéme précedent on obtient I’expression ana-
(

' =302z +2y —z+3)

lytique de la reflexion S(q) de base (Q) : ¢ / = 12z —y+22-09)

(—z+2y+22+3)

W=
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1.4.2 Définition

Soit (P) un plan, on appelle réflexion ou symétrie orthogonale par rapport au plan (P) et on
note S(py I’application de £ dans & qui a tout point M non situé sur (P) associe le point M tel

que (P) soit le plan médiateur du segment [M M’]

Remarque 1.4.1. - L’ensemble des points invariants de S(py est le plan (P).

- L’application réciproque de Sp)y est S(py donc S(py o S(py = Idg.

1.4.3 Propriétés

(P1) Soit (P) un plan et S(py la réflexion de plan (P)

(Py) Si (Q) est un plan perpendiculaire a (P) et (D) leur droite d’intersection, alors (@) est
globalement invariant par S(p) et la restriction de S(p) au plan (P’) est la symétrie ortho-

gonale d’axe (D)
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a/

(Py) Si (D’) est une droite orthogonale a (P) en un point / alors alors (D’) est globalement

invariante par S(py et la restriction de S(py a (D’) est la symétrie de centre /.
(Py) Laréflexion de plan P est une isométrie.
(P;) Toute réflexion de plan (P) est une application affine.
(P;) L’image d’un plan par une réflexion de plan (P) est un plan

(P;) I'image d’une figure plane par une réflexion de plan (P) est une figure plane de méme

nature.

(P;) I’'image d’un solide par une réflexion est un solide de méme nature.

1.4.4 Expression analytique d’une réflexion de plan
activité

L’espace est rapporté a un repére orthonormé. (P) le plan d’équation cartésienne
(P):x—y+2+2=0.

Ecrire I’expression analytique de la réflexion Sp) de base P

Solution

Soit S¢py la réflexion de plan (P) , soit M (z,y, z) un point de £ et M'(x',y/', 2’) son image
par rapport a S p).

— L = N ‘1
On a : MM’ colinéaire a 7 (vecteur normal a (P)) car (P) est plan médiateur du segment
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—
[M M) et I milieu du segment [MM'] € (P);d ot 3o € R/MM' = a7l

! / !
m;x_y;y+z;z+2:0

( (
r+r=a ¥ =a+zx
y+y=—o y =—a+y
= =
Z+z=a Y=tz
\:17/+x—y’—y+z/+z+420 K:16’%—3:—y’—y%—z’—{—z—{—él:0

1
& a:—§(2x—2y+2z—|—4).

d’ou
v’ =—3(x—2y+2z+4)
Yy = %(29{:—1—3/4—22—1—4)
2 =—3(20 —2y+2z+4)
%
qui est I’expression analytique de .S(p) dans le repere (o, 7, ?, k).

1.4.5 Composée de deux réflexions de plans paralléles
Activité

Soit (P;) et (1) 2 plans paralleles, S(p,) et Sp,) deux réflexions de plan (P;) et (P») res-

pectivement. Déterminons la nature et les €léments caractéristiques de S(p,) © S(p,)

Soit A; un point de (P;) et A, son projeté orthogonal sur (F,), alors le vecteur m est un
vecteur normal a (Py) et (FP2).

Soit M un point de & M; son image par S(p,) et M, son image par S(p,) (comme I’indique
la figure ci-dessus), designons par H; et (H,) les milieux respectifs des segments [M M;] et
[ M7 Ms,)].

On a:MM, = MM, + MMy = 2H, M, + 2M, H,

T
=2H,H, .
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—
Donc S P1) © S(p,) est la translation de vecteur 2H, Hy.

Propriétés

P1) La composée de deux réflexions de plans paralleles est une translation de vecteur 27U
N .
on U = H,H, (vecteur normal a ces deux plans) avec H; € (P;) et Hy son projeté

orthogonal sur (P,).

P2) Réciproquement, toute translation de vecteur 7 non nul est la composée de deux ré-

flexions de plans paralleles ayant v pour vecteur normal.

1.4.6 Exercice d’application

On considere dans 1’espace € un plan (P).

1. le plan (P) a pour équation cartésienne : x + 2y — z + 2 = 0. Définir analytiquement la

réflexion de plan (P).

2. Dans I’espace muni d’un repere orthonormal, on considere I’application f qui a tout point
M (z,y, z) associe le point M'(z’, 1/, 2') dont les cordonnées verifient :
t' = 3(x+2y —22+6)
Y =32z +y+22—06)
7 =3(—22+2y+2+0)

a- Démontrer que ’ensemble des points invariants par f est un plan (P).

b

Pour tout point M d’image M’ par f démontrer que le milieu T du segment [M M']

appartient a (P).

c VY N
c- Démontrer que le vecteur M M’ est orthogonal a (P).

d- En déduire la nature de I’application f
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1.5 ROTATIONS DANS I’ESPACE

1.5.1 Demi-tour
activité

Dans I’espace muni d’un repere orthonormal, on considere I’application f définie analyti-
quement par :
o = 5(—8zx + 4y + 2 + 12)
Y =s(de+Ty+4z—4)
2 =g(x+4y —82+8)
1. Démontrer que 1’ensemble des points invariants par f est une droite (D) dont on déter-

minera un repere (A, )
2. Pour tout M d’image M’ = f(M), démontrer que le milieu I du segment [M M'] appar-
tient a (D).
% .
3. Démontrer que les vecteurs W et MM sont orthogonaux. En déduire la nature de 1’ap-

plication f.
Solution

1. Démontrons que 1’ensemble des points invariants par f est une droite (D) dont on dé-
terminera le repere (A, 7) soit M(z,y, z) un point de I’espace, M est invariant par f
signifie que f(M) = M.

9r = -8z + 4y + 2z + 12

17z +4y+2+12=0
f(M) =M< <9y =40+ Ty+ 42 —4 = qui est
r+4y—1724+8=0

92 =x+4y —82+8

\
une équation cartésienne de la droite (D) passant par le point A(3Z, 32 1) et dirigée par

le vecteur (1,4, 1).

2. Démontrons que le milieu / du segment [M M'] appartient a la droite (D). Il suffit de

montrer que le vecteur 1?[} est colinéaire au vecteur . Le milieu I du segment [M M'] est

'4+x vty 24z

le point de coordonnées ( ) ; en remplagant x’, ', etz’ par leur valeur prise

2 0 2 0 2
atdy+2+12

18
’ i i a'ta Yty 2tz _ | de+16y+4z—4
dans I’expression analytique on a (%5, 54, =2) = dotlbytdz—d
z+4y+2+48

18

Ainsi ona Af = ”47’1+710(1, 4,1); d’ou I appartient a la droite (D).
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% .
3. Démontrons que les vecteurs 2 et MM’ sont orthogonaux,et déduisons la nature de

—
I’application f. Il suffit de montrer le vecteur M M’ est contenu dans un plan de vecteur

z —x

—> X
normal @. Ona: MM’ = | ¢/ —y | . Enremplacant 2’ y' 2’ par leur valeur respective
2 —z

prise dans I’expression analytique, on a :
(
o —x=§(—1Te — +4y + z + 12)

f 1 , . .
MM = y/—y:§(4x—2y—|—4z—4) posons : X =2/ —x;Y =9 —y;

\z’—z: s(z+4y — 172 +38)

7 = 7z — z et cherchons quatre réels a, b, c et d tels que :

a(x’ —x) + by —y) +c(z — z) +d=0c’estadire que aX +bY +cZ +d=0.

Il est facile de remarquer que X + 4Y + Z — 4 = 0 donc il suffit de prendre a =
1;6 = 4;¢c = 1etd = —4. le vecteur W est contenu dans le plan de vecteur
normal @(1,4,1) d’ou W est orthogonal a «. On conclut alors que 1’application f est
la symétrie orthogonale d’axe (D), perpendiculaire au plan contenant la droite (M M') :

On dit que f est le demi-tour d’axe (D).

Définition

Soit (D) une droite de I’espace, on appelle demi-tour ou symétrie orthogonale d’axe (D) et
on note S(p) I’application de £ dans £ qui a tout point A/ associe le point M’ tel que :
- Si M appartient a (D) alors M' = M c’est-a-dire M est invariant

- Si M n’appartient pas a (D) alors (D) est la médiatrice du segment [V M.

Propriétés
(Py) : Soit (D) une droite de £ et (P) un plan de £ orthogonal a (D) en un point I alors :

- (P) est globalement invariant par S(p).

- Larestriction de S(p) a (P) est la symétrie de centre I.
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(P,) -La composée de deux réflexions de plans perpendiculaires suivant une droite (D) est le
demi-tour d’axe (D).
- Tout demi-tour d’axe (D) est la composée de deux réflexions de plans perpendiculaires

suivant la droite (D).

Expression analytique d’un demi-tour
activité

L’espace est rapporté a un repére orthonormé directe (0; i 7, E) On donne A(1,—1,2) et
u(—1,1,1). Déterminer I’expression analytique du demi-tour d’axe (D), droite passant par le
point A et dirigée par le vecteur 4. Soit M (x,y, z) un point de £ et M'(z’,y', z') son image par
le demi-tour d’axe (D) de repere (A, @).

Ona:
-
MM =0
Imilieu de [M M'] € (D)
(@ —2)+ (¥ —y)+ (2’ —2) =0 (1) Soit A € R, une représentation paramétrique de la droite
(D) est:

r=1-—\
y=—1+A\
z2=2+ A

Ainsi I € (D) signifie que :
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xlgzzl—/\ r4+xr=2-—2)\ r=2-2\—=x
VE = 14N & Y ry=-2+420 & y=-2+2"—y (AER)

iz =94 )\ Yz =4 42\ S — 41O\ s

En remplagant 2/, ¢/ et 2’ dans (1), On obtient :

Remarque

Pour déterminer I’expression analytique d’un demi tour, d’axe (D) il faut :
- Déterminer une représentation paramétrique ou une équation cartésienne de son axe ;

- Utiliser les deux propriétés suivantes :le milieu du segment [M M'] appartient a I’axe (D) et

—7 . .
le vecteur M M est orthogonal au vecteur directeur de la droite (D)

Composée de deux demi-tours

Soient (D) et (D’) deux droites de I’espace distinctes,et coplanaires, et S(p) et Sipr les
demi-tours d’axes respectifs S(py et S(p).
Etudions I’application S p/y o S(p) Désignons par (Q) le plan déterminé par S(p) et S(pr)
,par (P) (resp.(P’)) les plans contenant S(p) (resp. S(pry ) et perpendiculaires a (Q). Soit
Sy, SpryetS(q) les réflexions d’axes (P) ,(P’)) et (Q) respectivement. On a les plans (P) et
(Q) sécants suivants la droite (D) d’ott S(py = S(q) © S(p). De méme on a Spry = S(pry 0 Sq).
Par suite on a S(py o S(py = Spry © S(p). Nous distinguons deux cas pour poursuivre notre
etude :les droites (D) et (D') sont paralleles ; les droites (D) et (D’) sont sécantes.
Premier cas : (D)et(D’) sont paralleéles Dans ce cas les plans (P), et (P’) sont paralleles.(comme

I'indique la figurel ci-dessous). I’application S(py o S(py = Spry o S(p). est la translation de

vecteur ﬁﬁ .
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Deuxiéme cas : (D)et(D’) sont sécantes Désignons par K le point d’intersection des droites
(D)et(D’), les plans (P) et (P’) sont sécants ; leur intersection est la droite (A) perpendiculaire
au plan (Q) . Orientons la droite (A) par un vecteur unitaire 7i.alors on a : S(py o Sipy =
Spry © S(p) est donc la rotation d’axe (A).

Théoreme 1.4. 1. La composée de deux demi-tours d’axes paralleles est une Translation.

2. La composée de deux demi-tours d’axes sécants est une Rotation.

Composée d’un demi-tour et d’une réflexion
activité

Soit K un point de ’espace. Nous notons par Sk la symétrie de centre K. Démontrer les
propriétés suivantes :

1. Sk est une isométrie.

2. Sk admet un unique point invariant, son centre K

3. Soient (P) un plan passant par K et (D) la perpendiculaire a (P) en K. Soient S(p)
la réflexion de base (P), et Sip) le demi-tour d’axe (D). On a: Sg = Sp) o Sp) =
So) © Sp)-

Théoreme 1.5. La composée d’un demi-tour d’axe (A) et d’une réflexion de plan (P) perpen-
diculaire a (A) en un point K est la symétrie de centre k.
Exercice d’application.

Soit (D) une droite de I’espace et S(py, le demi-tour d’axe (D)

1. Démontrer que (D) est bijective et définir sa bijection réciproque. quel est I’ensemble des

points invariant par S(p) ?
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2. Dans I’espace muni d’un repere orthonormal, définir analytiquement le demi-tour d’axe

(D) de repere (A, W) avec A(—1,2,1)et (1,2, —3)

1.5.2 Rotations

Dans tout ce paragraphe I’espace & est orienté.

Activité

—

L’espace est roporté a un repére orthonormal (0; ¢, 7, /;) Soit f I’application définie analyti-
(

1, V3

T =3 5 %
quement par : § ¢/ =y

/_\/g 1

2 =T+ 52

\
1. Démontrer que I’ensemble des points invariants par f est la droite (®) de repére cartésien

-
b

(0,7)

—> .
2. Montrer que le vecteur M M’ est orthogonal a la droite (D) ;

3. Préciser les éléments géométriques de f puis conclure sur la nature de f

solution

1. Démontrons que I’ensemble des points invariants par f est la droite © de repere cartésien

(O; j) Pour tout point M (x,y,z)de £,ona:

a::%x—\/?gz z =20
z:‘/Tgx—l—%z z=0

\ \
s

D’ou I’ensemble des points invariants est la droite (D) de repere (O, 7)

% .
2. Montrons que le vecteur M M’ est orthogonal a la droite (D).
% - — I > —
Ona MM = (—1z — L2y + (Lo~ L2)ket MM - j =0.
Ainsi M’ appartient au plan (J3) passant par M et perpendiculaire a la droite (D),car
tous les plans perpendiculaires 2 (D) admettent la base (k, i) comme base orthonormale

. VTV .
directe. D’ou le vecteur M M’ est orthogonal a la droite (D).

3. Précisons les éléments géométriques de f puis concluons sur la nature de f.

L’ensemble des points invariants par f est la droite © définie ci-dessus donc f est une
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rotation d’axe (D).

Deteminons son angle ; Le plan (3) coupe la droite (©)en un point K de coordonnées
(0,,0). Nous avons KM = i + 2k et KM = (=32 — ‘/ng);—i- (‘/7% - %z)/g c’est a
dire que KM? = 2% + y? et KM"™? = 2 + y?, I'égalité KM = KM’ est vérifiée.

Il reste a determiner 1’angle 6. Pour cela on va calculer cos fet sin 6.

Ona KM - KM = KM x KM’COS(W, W) = KMQCOS(W, W)

— —— — —
Nous avons aussi KM - KM’ = 1% + 122 Tl en résulte : cos(KM,KM') = 1.

—_— —— — —— - — ——
De méme nous avons K MAKM' = KM xKM' sin(KM,KM')j = KM?sin(KM, KM’

Y

—

— —
Nous avons aussi :KM AN KM' = —\/75(%2 + %))

— ——
Il en résulte que : sin(KM, KM') = —\/75. Nous déduisons :0 = —%

. , . 2 = P s
Nous concluons que f est la rotation d’axe(®D) orientée par j et d’angle —Z.
Définition

Soit (®) une droite de £ et 7i un vecteur unitaire de (D) 6 un réel. Soit M un point de
I’espace. On appelle rotation d’axe (D) et d’angle 6 et on note (g ), I’application de £ dans

lui méme qui vérifie :
- Si M appartient a (D),alors (9, (M) = M

- Si M n’appartient pas a (D) , le point M’ est tel que M’ appartient au plan passant par M et
perpendiculaire a (D) en un point K tel que : KM = KM'et(KM, KM') = 0[27|

Propriétés
(P;) Tout plan (Q) perpendiculaire a I’axe d’une rotation est globalement invariant par cette
rotation.

(P,) I’ensemble des points invariants par une rotation distincte de 1’application identique est

son axe.
(P;) Larotation d’axe () orienté par 4 et d’angle 7 est le demi-tour d’axe (D)
(P,) Toute rotation de 1’espace est une isométrie de 1’espace.

(FP5) Toutes les autres propriétés des rotations de I’espace sont les mémes que celles des rota-

tions du plan.
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Exercice D’application

Dans I’espace £ rapporté a un repere orthonormé direct (0; i, E)
On considere I’application f qui a tout point M (x, y, z) associe le point M’ (', 3/, 2’) défini par :
' =1V2x—y+z+4)

y = %(x +(1+ \/75)3/ + (1 - \/75) 2) Montrer que f est une rotation dont on déterminera

|2 =52+ (1~ LYy + (1 + L2)2)
I’axe et I’angle.

Solution

Un point M (z,y, z) est invariant par f si et seulement si : f(M) = M
On trouve que I’ensemble des points invariants par f est :

r=1
. Qui est I’équation cartésienne de la droite (©) orientée par le vecteur

y—z=2+2

U = \/%(] + k). donc f est une rotation d’axe (®).Le Vecteur unitaire 7 est orthogonal 2 .

—

Par conséquent, si nous appelons 6 une mesure de ’angle de f, nous aurons :cosf = i - (i)

et sin0id = i A (i) Ou ¢ est I’endomorphisme associée a f. Or :p(i) = §;+ %f - %lg
d’oti :cos ) = § ; sin QU = %(;—i— k) = ‘/7517 Par suite sin§ = % .D’ot1 une mesure de ’angle

de fest = 7.

-

Nous concluons que f est la rotation d’axe la droite (©) orientée par le vecteur & = —=(j + E)

-

2

etd’angle 6 = 7.

1.6 EXERCICES

1.6.1 INTRODUCTION

Cette deuxieme partie , est concue pour que les éleves puissent s’exercer au maximum ,
afin de comprendre la totalité des notions développées sur les applications de I’espace ; et pour
que les enseignants puissent trouver facilement des exercices correspondant a un objectif bien
précis . Ainsi cette partie propose des exercices variés , et classés par themes correspondant a
chacune des applications . Ces exercices devraient étre faits par tous , parce qu’ils présentent
peu de difficultés techniques ou conceptuelles . Nous espérons que cette fiche d’exercices sera

pour nos collegues et leurs éleves , un outil de travail utile et agréable .
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1.6.2 ENONCES DES EXERCICES

Translations et Homothéties

- —

Exercice 1.6.1. : L'espace £ est rapporté a un repere orthonormal (O, 1, j, E) . On considere les
transformations f et g d’expression analytiques respectives :
( (

¥ =-2r—-4 ¥=x+1
y=-2y+1 etyy =y-2

Z’:—22+3 Z,:Z_l
\ \

1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f et g .

2) Déterminer I’expression analytique , la nature et les éléments caractéristiques des transfor-

mations go fet fog

- =

Exercice 1.6.2. : L’espace & est rapporté a un repere orthonormal (O, Z, J. k).
Soient les points A(—1,2, —2) et B(0,—1,3) ,h; 'homothétie de centre A et de rapport —3,
hsy de centre B et de rapport % .

1) Déterminer les expressions analytiques de hy o hy et hy o hy .

2) En déduire les éléments caractéristiques de ces transformations .

Exercice 1.6.3. : On considere dans 1’espace F, un carré ABC D, de centre O et de coté a,
contenu dans un plan P.

Soient S un point de £ n’appartenant pas au plan P et A, B', C’, D’ les milieux respectifs des

segments [SA], [SB], [SC], [SD].

1) Démontrer que : o les points A’, B’, C" et D’ appartiennent 2 un méme plan P’ parallele au
plan Pet P' # P,
e le quadrilatere A’ B’C’D’ est un carré ; on note O’ son centre ;
e les points S, O, O’ sont alignés.
Dessiner un croquis de la figure ainsi obtenue.

2) Déterminer I’ensemble 2 des points M du plan (P) tels que : M A%+ M B2+ MC*+M D? =
4a?.
Déterminer I’ensemble décrit par le milieu M/’ du segment [SM| quand le point M décrit

I’ensemble w.

Exercice 1.6.4. : Dans I’espace, on considere trois points non alignés, A, B, C' et un point O.

On désigne par G 1’isobarycentre des points A, B, C. Soient A’, B’, C" les points définis par les
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relations :
OA' = OB + 0C, 0B = OC + OA,0C" = OA + OB,

1) Montrer que [A, A’], [B, B'], [C, C"] ont le méme milieu I et calculer O7 en fonction de OG.

2) soient Ay, By, C} les milieux respectifs des segments [B, C], [C, A], [A, B]. Montrer qu’il
existe une homothétie f de centre G et une seule transformant A en A;, B en By, et C' en

(' ; préciser le rapport de f.

3) Montrer qu’il existe une homothétie g de centre O et une seule transformant A; en A’, By

en B’, C; en C'; préciser le rapport de g.

4) Déterminer que g o f est la symétrie centrale de centre .

1.6.3 Projections

—

Exercice 1.6.5. : L’espace est rapporté a un repere (O, 4, 7, l;)
Soit P le plan d’équation : 3z +y + 42 — 8 = 0.

Ecrire I’expression analytique de la projection orthogonale de base P.

Exercice 1.6.6. : Ecrire 1’expression analytique de la projection orthogonale de base la droite

passant par A(1,0,0) et de vecteur directeur i + j + k.

Exercice 1.6.7. : soit f ’application définie par son expression analytique :
¥=-y+z+3
y=—xr+2z+3

Y =—r—y+22+3
Démontrer que f est une projection. On précisera sa base et sa direction.

Exercice 1.6.8. :

1) Soit f I’application définie analytiquement par :
¥=3rx+y—2z+1
y =-2rx+z—1

2 =dr+2y—2+2
Démontrer que f est une projection. On donnera une équation cartésienne de sa base et un

vecteur v qui définit sa direction.
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2) Soit g I’application définie analytiquement par :
¥ =bx+2y—22+2
Yy =—4dr —y+2z—2
2 =8xr+4y—32+4

Déterminer le milieu du segment [M, g(M)].
On dit que g est la symétrie de base P et de direction celle de .

¥=x—y+1
Exercice 1.6.9. : Soit f I’application définie analytiquement par: ¢ ¢/ = —2x —y — 2z + 2

Y=c4+y+2z-1
On désigne par g I’application qui, a tout point M de £, associe le milieu du segment [M, f(M)].

1) Ecrire I’expression analytique de g.

2) Démontrer que g est une projection. On précisera sa base et sa direction.

3) Que peut-on dire de I’application f ?

Exercice 1.6.10. : Soit Soit (O, , J, l;) un repere orthonormal direct de 1’espace , A(1,1,1) un

point de I’espace. A tout point M de 1’espace on associe le point M’ défini par :

OM' = OM — (OA A OM).

1) Déterminer I’ensemble des points M tels que M = M’.

2) a) Calculer les coordonnées (2/,y', z’) de M’ en fonction des coordonnées (z,y, z) de M.
(Retrouver le résultat de 1).

b) Justifier que I’application ainsi définie est une application affine.

3) Montrer que pour tout point M situé hors de la droite (OA).
a’) La droite (M M') est perpendiculaire au plan (OAM ).
b’) MM = OA x MH Ou H est le projeté orthogonal de M sur la droite (O A).

- —

Exercice 1.6.11. : L’espace () est muni du repere orthonormé direct (O, j, k).

f: €& — &
v =1/3(—x+2y — 2y +2)

39 ¥V =1/32z+2y+2—-1)
2 =1/3(-2x+y+2z+1)

x x
M Y — M’ y’
z z
2
VY o S
1) Prouver que pour tout M € (£), MM’ ala direction fixede 77 | —1

1
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2) Déterminer (P) I’ensemble des points invariants de f.

3) Vérifier que 77 est un vecteur normal de (P) et que le milieu de [M M’] appartient a (P).
Quelle est la nature de f ?
1 —1
4) Soit A| 0 |[;soit (A) = droite (A; ) Soit B 1 ; soit (A1) = droite parallele a

-1 4
(A) passant par ab.

4.1) Vérifier que A € (P), B € (P). Trouver les coordonnées d’un vecteur normal n' du
plan (P’) contenant (A) et (Ay).
4.2) Déterminer f o S(\//); S(A) o S(Al); fo S(A); S(AB)OS(A)'

5) Trouver I’expression analytique de la projection orthogonale sur (A).

6) Trouver I’expression analytique de la projection orthogonale sur (P).

1.6.4 Reflexions

Exercice 1.6.12. : Dans I’espace rapporté a un repere orthonormal, 1’application f est définie
analytiquement par :

v =32z — 2y —z+4)

Y =3(—2x—y—22+8)

7 =3(—x—2y+22+12)

Démontrer que f est une réflexion dont on précisera les éléments caractéristiques .

Exercice 1.6.13. : Dans I’espace rapporté a un repere orthonormal, on donne les points :
A(3,0,5)B(1,0,0)C(0,2,1).

Ecrire I’expression analytique de la réflexion de base le plan (ABC).

Exercice 1.6.14. : On considere un cube ABCDEFGH.
Soient [ le milieu de I’aréte [H, D] et J le point tel que D soit le milieu du segment [J, H].

Faire une figure et déterminer I’image de J par la réflexion de base le plan (ACT).

Exercice 1.6.15. : L'espace £ est rapporté au repere orthonormal (O, i f, ;) On considere I’
application f de £ dans & qui a tout point M (z,y, z) associe le point M'(z’,y’, z’) défini par :
(:c’:2a:—y+z+2

Y =2r—-y+22+4+4

/ —_—

Z=—xw+y—2
\
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1) Déterminer la nature de f , et donner ses éléments caractéristiques .

2) Quelle est I'image par f de la droite passant par le point A(1,0,1) et de vecteur directeur
7(2,1,3)?

3) Quelle est I'image par f du plan d’équationz +y — 32+ 1=07?

Exercice 1.6.16. : L’espace £ est rapporté au repere orthonormal (O, i f, Z) On considere 1’ ap-

plication f de £ dans £ qui a tout point M (x, y, z) associe le point M'(z’,y/, 2’) défini par :
(

T =—x+z

Yy =-20+y+z+2

2 =z+4
\

1) Démontrer que f est une application involutive .
2) Quelle set I’ensemble des points invariants par f ?

3) Soit g la symétrie affine d’endomorphisme associé I’endomorphisme ¢ de f et qui laisse
invariant le point A(0, 1,2). Soit ¢ la translation de vecteur u(2,4,4) . Vérifier que f =

tog=got

Exercice 1.6.17. : L’espace est rapporté A un repere (O, 7, J, E)

Soit f I’application de E dans F qui a tout point M (z,y, z) associe le point M'(x',y', 2') tel
¥ =3r—4z—4

que:§ ' =2x—y—2z—2
' =2x—3z—4)

1) Déterminer f o f, puis en déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

2) Déterminer I’image de la droite passant par A(1,0, 1) et dirigée par @(2, —1, 1) par f.

3) Déterminer I’image du plan (P) d’équation : 2x-y+z-1=0 par f.

4) Déterminer I’'image de la sphere de centre €2(2, 1, —1) et de rayon 3 par f.

-,

Exercice 1.6.18. : L’espace E est rapporté a un repére orthonormal (O, i, 7)

Soit (P) le plan d’équation :2x-y+z-2=0 et S la symétrie orthogonale par rapport au plan (P).

1) Déterminer I’expression analytique de .S.

2) Soit (D) la droite passant par A et de vecteur directeur (2, 1, —1). Déterminer 1’image de

(D) par S.
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3)

Exercice 1.6.19. : L’espace E est rapporté a un repére orthonormé (O, i ,

a)

b)

Soit (Q) le plan d’équation :x+y+z-2=0. Déterminer ’image de (()) par S.

- = —
7,k

).

Soit la S réflexion de plan (P) d’équation : y+3z-5=0.

Déterminer I’expression analytique de S.

Soit f I’application de E dans E qui a tout point M (z, y, z) associe le point M" (x” vy, 2")
tel que :
¥ =x

y = +(—4y+3z+38)
7 =1(By+4z+1)

Montrer f o f = Idg. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f o S.

1.6.5 Demi-tours et Rotations

Exercice 1.6.20. : Soit (D) la droite de représentation paramétrique
r=—-24+A
Y =2+ -\ AER,soit A(2,2,-1).
Z=1-2\
Déterminer les coordonnées des images respectives O’ et A’ des points O et A par le demi-

tour d’axe (D).

- -

Exercice 1.6.21. : L’espace est rapporté au repeére orthonormal (O, 1, f, ) . Soit :

= —3x 4+ 4z
y'=—y+2
= —2x+ 32

I’expression analytique d’une application f.

1) Montrer que I’ensemble (D) des points invariants par f est une droite dont on précisera

un repere.

2) Montrer que pour tout point M, la droite (M M') est paralléle a un plan dont on précisera

un vecteur normal.

3) Montrer que le milieu du segment [M M'] appartient a la droite (D).
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4) Déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

-

Exercice 1.6.22. : L’espace (£) est muni du repére orthonormal directe (O, , 7, E)
f: €& — &

/ o' =3(—x — 2y — 22 +0)

) S PR VIS VO VS
M|y | — |y )7 0 Y

2 =3(—20+2y —z+12)

z z
1) Déterminer que (A) I’ensemble des points invariants de f est la droite de repere (A, i)
avec A(1;—1;2) et =—i+j+k
2) Démontrer que pour tout M € ('), M' = f(M); le milieu K de [M M’ appartient a
—
(A)et MM L
3) Quelle est la nature et la caractéristique de f.
0 -1
4) Soient B| o |etC 0
3 1

4.1) Vérifier que B € (A) etque C ¢ (A).

4.2) Soit (P) le plan (ABC) et (P’) le plan contenant (A) et perpendiculaire a (P).

4.2.1) Trouver une équation cartésienne de (P) et une équation cartésienne de (P’).

4.2.2) Justifier que f = Sip) o Sepry.

4.3) Soit H le projecté orthogonale de C' sur (A) et () le plan parallele a (P’) passant par
C.

4.3.1) Trouver les coordonnées de H.

4.3.2) Déterminer Spr) © Sy

-

Exercice 1.6.23. : L’espace est muni du repere orthonormal directe (O, i, j’, E)
1

SoitA | —1 ;62254—5—/5;17:274—21;.
1

Soit le plan (P) le plan de repere (A, @, ¥/).

1) Donner un systeme d’équation paramétriques de (7P).Trouver un vecteur normal de (P).

2) Trouver une équation cartésienne de (P)

3) Soit (P’) = plan d’équation : 3z +y + 2z + 2 = 0.
3.1) Prouver que (P)_L(P").
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3.2) Trouver un systeme d’équation paramétriques de la droite (A) intersection de (P)

et (P).
0
4) Soit £ | —1

-3
4.1) Justifier que £ ¢ (A).

4.2) Calculer les distances d; = d(E, (P)) et do = d(E, (P’)). En déduire la distance

d=d(E,(A)).
4.3) Trouver directement d = d(E, (A)).

5) Trouver les coordonnées du point R projeté orthogonal de £ sur le plan (P’).
6) Trouver les coordonnées du point () projeté orthogonale du point A sur la droite (A).
7) On note Spy la réflexion de plan (P’).Trouver I’expression analytique de .S/

8) Trouver I’expression analytique du demi-tour S 4y d’axe la droite (AFE)

-

Exercice 1.6.24. : L’espace £ est orienté et rapporté au repere orthonormal directe (O, 7, j

L’application f est définie analytiquement par :
(

[ A
= 5% — 5y

/

_ 1 1
Yy =5+ 5Y

2=z

\
Démontrer que f est une rotation dont on déterminera les éléments géométriques

Exercice 1.6.25. : Méme exercice que I’exercice précédent avec

=z
y=u
7=z

Exercice 1.6.26. : Méme exercice que I’exercice précédent avec
(

¥=-y+2
Yy =x-—2
2=z

\
Exercice 1.6.27. : Méme exercice que le précédent avec
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1. _ V3
r = "3 =Y
VL) 1
Yy =5r-3Y
2=z

-

Exercice 1.6.28. : L’espace £ est orienté et rapporté au repere orthonormal directe (O, i, 7, IZ)

L’application f est définie analytiquement par :

¥ =—-x+2

'=2+1
Z=y+1
\

(a) Démontrer que f est une isométrie. L’isométrie f possede t-elle des points invariants ?
(b) Démontrer que f est un vissage dont précisera les éléments caractéristiques .

Exercice 1.6.29. : L’espace £ est muni d’un repere orthonormal.

On désigne par f I’application de £ dans £ qui a tout point M (z,y, z) associe le point
M'(2',y,2') tel que :

(a:': 520 —2y —z+4)

Y =3(—20—y—22+38)

7 =1(—z—2y+2z+4)

(a) Montrer que f est une isometrie de £
(b) Déterminer I’ensemble des points invariants par f et déduire la nature de f

Exercice 1.6.30. : Reprendre les questions de I’exercice précedent pour les applications g et

h respectivement définies par :
(

v = 3(—x+2y+22—4) ¥=—-x—3
Y =302c—y+22+2) et 9y =—y—5
\z’:%(2x+2y—z+2) \z’:—z+2
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d Chapitre Deux RS

~ REFLEXION PEDAGOGIQUE
]

2.1 ORIGINE ET MOTIVATIONS

La situation qui est a I’origine de cette réflexion pédagogique nait des différents entretiens
avec les enseignants d’une part, et d’autre part, de la difficulté a élaborer un cours sur les appli-
cations de I’espace, plus accessible aux éleves.

En effet, chaque fois ol nous avons concu une activité introductrice pour I’étude d’une ap-
plication donnée de I’espace, déduire sa nature n’était pas tres évident pour 1’éleve. Pourtant,
cela nous aurait été plus facile si on avait au préalable étudi€ la classification des isométries de
I’espace par I’ensemble des points invariants. par ailleurs, I’état des lieux révele que les ensei-
gnants éprouvent d’énormes difficultés a enseigner, et méme a faire comprendre le cours sur les

applications de I’espace aux élevés. Ils présentent principalement quatre difficultés qui sont :

i) L’absence des activités d’approche dans les livres au programme ( CIAM en particu-
lier ), ce qui ne permet pas a I’enseignant d’aborder facilement le cours; et a I’éleve de

s’imprégner facilement de la notion enseignée .

ii) L’insuffisance des exercices d’application et d’entrainement dans les livres au pro-
gramme, ce qui ne permet pas a I’éleve de bien assimiler le cours et méme de bien cerner

les contours qui jalonnent la notion d’isométrie de I’espace .

iii) La représentation des figures en dimension 3 est tres complexe , ce qui ne permet pas
toujours a I’éleve de bien visualiser les droites et plans orthogonaux ainsi que 1’orientation

de I’espace.

iv) Le manque de formation des enseignants a I’usage des TICE , entraine la non maitrise

par ces derniers des logiciels de I’enseignement de la géométrie tel que Géogébra.

Au vue de cet états des lieux , il nous semble 1égitime de proposer des solutions permettant
de faciliter la tiche aux enseignants et aux éleves. Proposition de quelques solutions aux

difficultés ci-dessus mentionnées
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1) En ce qui concerne 1’absence des activités d’approche dans les manuels au programme,
nous avons proposé dans le cadre de notre ressource sur les applications de 1’espace des
modeles d’activités d’imprégnation permettant a I’éleve et a I’enseignant d’avoir d’entrée
de vue les points essentiels de I’application concernée, ainsi que la méthode de résolution

des exercices et problemes relatifs a cette application dans I’espace .

ii) Pour remédier au probleme de I’insuffisance des exercices d’application et d’entrainement,
nous avons proposé dans le chapitre précédent de nombreux exercices et problemes portant

sur un savoir faire de chacune des notions étudiées .

ii1) Concernant la complexité de la représentation des figures en dimension 3 , nous conseillons
aux enseignants de se former a I’utilisation des logiciels d’enseignement de la géométrie

tel que le Géogébra .

iv) Enfin nous proposons aussi comme solution , I’étude de la classification des isometries par

I’ensemble des points invariants.

2.2 CLASSIFICATION DES ISOMETRIES PAR POINTS
INVARIANTS

2.2.1 Rappels et présentation d’un vissage
Rappels

Nous avons étudié au chapitre un, que les translations, les réflexions et les rotations sont
des isométries , car conservent les distances. Ce qui est la définition principale des isométries
. Nous donnons dans ce paragraphe , I’exemple d’une isométrie distincte d’une translation qui
n’admet pas de points invariants . Mais avant rappelons ces deux résultats fondamentaux sur les

1sométries .

Propriétés

Toute isométrie affine f de I’espacef vérifie I'une des deux propriétés équivalentes sui-

vantes :

(1) f estune application affine dont I’endomorphisme associé est une isométrie vectorielle .
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(2) f est une application affine dont I’endomorphisme associé transforme une base orthonor-

mée en une base orthonormée .

Présentation d’un vissage

Activité

Soient (D) et (') deux droites non coplanaires de I’espace £ ,S(p) et S(o/y les demi-tours

d’axes respectifs (D) et (D’) .

Etudions I’application g = Sp/) © S(9).

i)

Soit @ un vecteur unitaire de la droite (D) et ¥ un vecteur unitaire de la droite de la droite
(®’), et 71 un vecteur unitaire orthogonal a W eta v .

Désignons par (P) le plan déterminé par (D) et 77 , par (P’) le plan déterminé par (D) et
7. (voir figure ci-dessous).

Justifier que les plans (P) et (P’) sont sécants et que leur droite d’intersection est la per-
pendiculaire a (D) en un point K et a (D) en un point K’ ( comme I’indique la figure

ci-dessous ) . La droite (K K') est appelée perpendiculaire commune a (D) et (D’)

soit (©”) la parallele a (®') passant par K .

L application Sipr) o S~ , est une translation de vecteur ﬁ (comme composée de
symétries orthogonales d’axes paralleles). et on note : £ = S(p/) © Sipr).

De I’égalité ¢ = S(p/) 0 S(pry, Nous déduisons : Sipry = t o Sipr) puis g = Spry 0 Sy =
to Sy o Se).

L application f = S(pr) 0 S(p), est la rotation d’axe (K K') dirigée par 71 et d’angle 2(, ¥/)

L’application g est donc la composée de la rotation f par la translation ¢ ; le vecteur de la

translation ¢ est un vecteur directeur de 1’axe de f . On dit que g est un vissage.
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Définition
On appelle vissage d’axe (D), d’angle « et de vecteur @ et on note ¢ o r, la composée de la

rotation d’axe (®©) d’angle « par la translation ¢ de vecteur 4 .

NB:tor=rot.

Exercice d’application

Soit € I’espace orienté et rapporté au repére orthonormé direct (0; ;, f, E)
On définit I’application f de £ dans £ qui a tout point M (x,y, z, ) associe le point M’ (2, 1/, 2’)
¥=—z+2

telque: ¢ = —zx+1

Z=y—1
\

1. Montrer que f est une isometrie
2. f admet-elle un point invariant ?

3. Montrer que f est un vissage dont on déterminera les éléments caractéristiques

Solution

Montrons que f est une isometrie Soit ¢ I’endomorphisme associée a f .

Onap(i)=—7,0(7) =k, p(k)=—i

Par suite,y transforme une base orthonormée en une base orthonormée , d’ou f est une isometrie

Déterminons 1’ensemble des points invariants par f. Soit M (x,y, z) un point de I’espace, M

est invariant par f signifie que :
(

T=—2+2
y=—x+1 cequiéquivautaz = r+2, impossible donc f n’admet pas de point invariant.
z=y—1

\

Montrons que f est un vissage dont on déterminera le vecteur et I’axe . Si f est un vissage , la
direction de son axe est I’ensemble des vecteurs u(zx,y, z) tels que @ = ¢(u0) ,c’est a dire tels

que :
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z=y
\

Un vecteur directeur de I'axe est v =i — j — k.
D) 1) . 'y . ., . « =

L’axe (D) est I’ensemble des points M (z,y, ) tels que M M’ soit colinéaire a .

/

Le vecteur M M’ a pour composantes :

(

¥—r=—z—x+2

y—y=—cr-—y+1

2 —z=y—2-1
(

—_— e o )
Ce vecteur M M’ est colinéaire a 4 si et seulement si

7zflx+2 _ —x:?lfrl - y—_zl—l ce qui équivaut a :
2e+y+2=3 Tz =3
&
. _ 5
r—y+2z=1 rT+y=3

Ce qui détermine I’axe (D) du vissage.

. —z N . < . < q- 2 -
Enfin le vecteur du vissage est M M’ ot M appartient a (D) c’est a dire : 4.

2.2.2 Classification des Isometries par points invariants

Dans tout ce paragraphe, nous notons par Inv(f) I’ensemble des points invariants par un
application f donnée .
Soit A un point de I’espace.
Etudions I’ensemble §y des isometries de 1’espace qui admettent A pour point invariant.
Considérons un élément f de Ty ; nous notons M’ le point f(M) . Nous distinguerons quatre
cas .
Premier cas : supposons que f admette 4 points invariants A, B, C, et D non coplanaires(

Inv(f)=¢)

Soit M un point de £ et M’ son image par f .

Si M # M’ , chacun des quatre points invariants A, B, C, D appartiendrait au plan médiateur
du segment [M M'] , ce qui est en contradiction avec I’hypothése.

On a donc, pour tout point M de I’espace, M = M’. 1l en résulte que f = Ide

Conclusion : Toute isometrie de 1’espace qui admet quatre points invariants non coplanaires est

I’application identique.
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Deuxieme cas : supposons que f admette trois points invariants A, B, C', non alignés et que f # Id¢(int
est le plan (ABC)).
Soit M un point de £ et M’ son image par f on a f(A) = A, f(B) = B, f(C) =C.Soit M un

point de I’espace n’appartenant pas au plan (ABC'),alors le plan (ABC') est le plan médiateur
du segment [M M|

Démontrons que tout point D du plan (ABC') est invariant par f .

Soit D’ I’image de D par f. Pour tout point M d’image M’ par f ona M D = M'D’ car f est
une isometrie. Or D appartient au plan médiateur du segment [M M'] donc ona M D = M'D.De
I’égalité M D = M'D’, on déduit que D = D’ .Par suite tout point du plan (ABC') est invariant
par f. D’ou f est la réflexion de plan (ABC).

Conclusion : Toute isometrie de 1’espace distincte Idg et dont I’ensemble des points invariants
est un plan, est une réflexion de base ce plan.

Troisiéme cas : supposons que f/ admette deux points invariants distincts A, B, [ # Id¢(inv(f)

points est la droite (AB)).

Soit C' un point extérieure a la droite (AB).

Siona f(C') = C alors f admet trois points invariants non alignés.Dans ce cas f est la réflexion
de plan (ABC).

Supposons que C’' = f(C) # C ( c’est a dire que tout point extérieur a la droite (AB) est non
invariant).

Désignons par (P) le plan médiateur du segment [C'C"],et par S(p) la réflexion de base (P).
Ona f(A)= A, f(B) =B, f(C) Donc les points A et B appartiennent au plan (P).Ainsi on a :
Sy o f(A) = A, Spyo f(B) =B, Spyo f(C) = Sp (C') = C .On constate que les points
A, B, C, sont invariants par S(p) o f.Donc S(p) o f est soit Idg, soit la réflexion S 4pcy de plan
(ABQC).

- SiSepyo f=1dgalorsona f = Sp)

- SiSipyo f=5upcyalorsona f = Spy o Sapc). Dans ce cas, f est la rotation d’axe (AB).
Conclusion : Toute isometrie de 1’espace distincte de /d¢ et dont I’ensemble des points inva-
riants est une droite (AB), est soit, une réflexion dont la base contient la droite (AB) ;soit la
rotation d’axe (AB).

Quatriéme cas : supposons que f admette un unique point invariant A f # Idz(inv(f) est

le singleton {A}).

Soit B un point de I’espace distinct de A, alors on a B # f(B).
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Désignons par S la réflexion de base , le plan médiateur du segment [M M'] . On aS o f(A) =
AetSo f(B)=S(B')=B.Ainsi S o f est une application qui fixe A et B, alors S o f est soit
une réflexion S; dont la base contient la droite (AB), soit la rotation r, d’axe (AB).

Sil’on avait S o f =S5 on aurait f =.S o Sy, dans ce cas f serait soit une rotation , soit une
translation. Ceci est incompatible avec I’hypothese : f admet un unique point invariant.

On adonc S o f = r,rotation d’axe (AB) il en résulte que f =S or.

Conclusion : Toute isometrie de I’espace distincte de Idg et dont I’ensemble des points inva-
riants est le singleton A, est la composée d’une rotation dont I’axe passe par A, par une réflexion
dont la base passe par A. C’est aussi la symétrie de centre A.

Exercice 1 d’ application

L’espace £ est muni d’un repere orthonormal.
On désigne par f 1’application de £ dans £ qui a tout point M (x, y, z) associe le point M'(z’, v/, )

tel que :

/

=122 -2y —2+4)

(—2x —y—22+28)

W

y =

kZ’: $(—x — 2y + 22+ 4)

1. Montrer que f est une isometrie de £

2. Déterminer I’ensemble des points invariants par f et déduire la nature de f
Solution
Montrons que f est une isometrie de £
Soit  I’endomorphisme associé a I’application f ona: go(;) =2— 2}— ks gp(j) = —25—;’— 2k ;

o(k) = —i — 2] + 2k. Ainsi on a :

le@ll = 3. el =3, lo(k)]| = 3 dod on a [|(@)]| = ll¢(j)] = lle(k)]. De plus on a
(@) - (7) =035 0@) - p(k) =0; ¢(7) - (k) = 0. Par suite I’endomorphisme ¢ transforme une
base orthonormal en une autre base orthonormal : Il en résulte que f est une isometrie.

Déterminons I’ensemble des points invariants et déduisons la nature de f.

Un point M (z,y, z) est invariant par f si et seulement si :
( (

v =32z —2y—z+4) Jr=2r—-2y—z+4
2—3( r—2y+2z+4) z——x—2y+2z—|—4

I ensemble des points invariants par f est le plan (P) d’équation cartésienne : z+2y+z—4 = 0.
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On déduit d’apres I’étude précédente que f est la réflexion de plan (P).

2.2.3 Tableaux recapitulatifs de la classification des isométries.

I Tableau récapitulatif de la classification des isometries du plan. Soit £ I’ensemble des

points invariants par une ismotrie f du plan (P), on a le tableau suivant :

Ensemble des | Déplacements Antidéplacements

points invariants

par f

E=(P) f=1dp

E est une droite f est la symétrie
(D) d’axe (D)

E est le singleton | f est la rotation
1 de centre [ et

d’angle non nul.

E est I’ensemble | f est une trans- | f estla composée
vide. lation de vecteur | d’'une  symétrie
non nul orthogonale et
d’une transla-
tion(on parle de

symétrie glissée).

Remarque 2.2.1. : Au vu de ce tableau nous remarquons que, dans le plan, tout antidépla-

cement est soit une symétrie orthogonale , soit une symétrie glissée .

Tableau récapitulatif de la classification isometries de 1’espace.

Soit E I’ensemble des points invariants par une isométrie f de I’espace .On a le tableau

suivant :
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Ensemble des | Déplacements Antidéplacements

points invariants

par f

E=¢& f=1Idg

Eestunplan(P) | f=Idg f est la réflexion
de plan(P)

E est une droite | f est la rotation | f est une ré-

(D) d’axe (D) ou f = | flexion dont la

ldg base contient la

droite (D)

E est le singleton fest la symétrie

A de centre A

E est I’ensemble | f est une trans-
vide. lation de vecteur
non nul ou f est

un vissage

En définitive , la devolution des compétences relatives a 1’utilisation des applications de
I’espace, se heurte a un probleme didactique , élucider par I’absence : des activités d’approche ,
des exercices d’application , de la formation des enseignants au TICE (Technologie de I’infor-
mation et de la communication pour I’enseignement) , de certains préliminaires importants tels
que la classification des isometries dont une étude détaillée constitue le point culminant de ce
chapitre . En dépit de quelques insuffisances liées a son contenu , le cours sur les applications

de I’espace en terminale C reste un prérequis important pour le cours géométrie a I’université .
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Dans ce mémoire , il était question pour nous de proposer une lecon compléte sur la no-
tion d’application de 1’espace,en terminale "C" et une réflexion pédagogique , dont 1’objet est
d’améliorer le cours contenu dans les manuels au programme . Au niveau de la réflexion pé-
dagogique nous avons choisi comme theme : "la classification des isométries de 1’espace par
I’ensemble points invariants", afin de faciliter la tiche aux enseignants et a leurs éleves. En effet
, la question essentielle sinon fondamentale , était I’existence de points fixes pour une isométrie
de I’espace . Puisque , en présence de points fixes il est facile de déduire la nature d’une iso-
métrie ; Surtout que la présence de son endomorphisme associé ne suffit pas pour conclure sur
sa nature . Nous pouvons citer en exemple les vissages , qui ne sont pas des rotations mais ont
pour endomorphisme associé les rotations vectorielles ; il en est de méme des symétries glis-
sées (composée d’une symétrie orthogonale et d’une translation) qui ne sont pas des symétries
orthogonales ,mais ont pour endomorphisme associé des symétries vectorielles. Il s’agit donc la
, d’une remarque importante que 1I’on observe dans lien entre la géométrie affine euclidienne et
I’algebre linéaire . A cet effet , serait-il important de s’attarder sur le lien et la différence entre
les applications de I’espace et I’algebre linéaire ? cette question pourrait sans doute faire 1’objet

d’une réflexion pédagogique .
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