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Avertissement .

Cette Resource a été rédigée en vue d’aider les apprenants a avoir une maitrise de
la notion de déruvée. Les lecteurs spécialistes voudront bien, de ce fait excuser certaines

précisions qu’ils pourraient juger inutiles, mais qui ne leur sont nullement destinées.
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Introduction

Ce travail entre dans la ressource de PRENUM-AC (Production de Ressources Numé-
riques pour lenseignement des Mathématiques en Afrique Centrale). Dans ce projet,les
ressources pédagogiques couvrant le programme de la terminale "D" et "C" sont en cours
de I’élaboration. Il s’agit dans ma ressource de 'application de la dérivée en classe de
la terminale "D".Une autre ressource ayant le méme titre et destinée aux éléves de la
terminale "C" existe déja et est livrée en 2013.

Notre travail est organisé en six chapitre comme suit. Le chapitre 1 est consacré a
I’application a I’étude de fonctions. Le chapitre 2 est consacré a la reconnaissance d’une
bijection & l'aide de la dérivée. Le chapitre 3 est consacré a I'application a l’existence de
solution des équations du type f(z) = 0. Le chapitre 4 est consacré au calcul approché.
Le chapitre 5 est consacré a la dérivée d’ordre supérieur et enfin le chapitre 6 est consacré

I'application a la résolution de l'intégrale par parti (I.P.P)
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'3 8 Chapitre Un ‘ * *x

Application a I’étude de fonctions

Objectif pédagogique général :

Ce cours sur l'application a I'étude des fonctions vise a renforcer la capacité des éléves

sur les différentes méthodes utilisées pour étudier la variation d’une fonction, & prouver

I'existence de racines a certaines équations,et lui Familiariser avec quelques inégalités utiles

pour faire certaines démonstrations,a déterminer les extrémums relatifs a une courbe ainsi

que le point d’inflexion d’une fonction.

Objectifs pédagogiques spécifiques :

A Tissue de ce cours, 1’éléve doit étre capable de :

1.

découvrir le théoréme de Rolle et pouvoir 'appliquer pour prouver 'existence de

racines a certaines équations;

. découvrir I'inégalité des accroissements finis et pouvoir 'appliquer pour obtenir des

majorations ou des minorations utiles pour certaines démonstrations.

. découvrir I'inégalité des accroissements finis avec valeurs absolue et pouvoir 'appli-

quer pour encadrer certaines fonctions.

déduire le signe de la dérivée de la fonction f sur un intervalle lorsque le sens de

variation de la fonction est connu;

. déduire le sens de variation de la fonction f sur un intervalle quand le signe de sa

dérivée est connu.

. comprendre pourquoi f admet un extremum local en a, alors f’'(a) = 0.

pouvoir identifier les points d’inflexion en analysant les racines de la fonction dérivée

seconde.
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1.1. Théoréme de Rolle

Pré-requis :
Les notions ci-aprés ont été rencontrées dans les classes antérieures, et elles constituent
des pré-requis importants :
— Le calcul des limites;
Y
— L’étude de la continuité;
— Le calcul de la dérivée;
— La résolution des équations;
)
— L’étude de signe d’une fonction ;
— L’encadrement des fonctions;

— L’étude de sens de variation d’une fonction.

1.1 Théoréme de Rolle

Activité :
Soient a et b deux réels tels que l'on ait :a < b et f une application de [a;b] dans R,
continue sur [a; b|, dérivable sur |a; b[ et vérifiant f(a) = f(b)
1. On suppose que f est constante sur [a;b].
Démontrer qu’il existe un réel ¢ de |a; b| tel que l'on ait : f'(¢) = 0.
2. On suppose que f n’est pas constante et on désigne par [m; M] l'intervalle image
par f de lintervalle [a;b].
- Démontrer qu’il existe un réel ¢ de |a; b| tel que :

fle)=mou f(c) =M.

- Démontrer que 'on a : f’(¢) = 0( on écrira la définition de f'(c)).
Théoréme 1.1.
Sotent a et b deux réels tels que a < b et soit f: R — R telle que :
1. f est continue |a;b| ;
2. [ est dérivable |a;b],
5. f(a) = 1),

Alors, il existe ¢ appartenant a Uintervalle |a; b[ tel que f'(c) = 0.
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1.2. Théoréme des accroissements finis

Démonstration :

Supposons que pour tout réel x appartenant a Uintervalle Ja; b[, f'(x) # 0. Alors,pour
tout réel x appartenant a Uintervalle ]a; b[, f'(x) > 0 ou bien pour tout réel x
appartenant a 'intervalle |a; b[, f'(x) < 0.

Soit fest strictement croissante sur [a; b],s0it f est strictement décroissante sur [a; b].
Donc f(a) < f(b) ou bien f(a) > f(b), contradiction.

Donc, il existe ¢ appartenant a l'intervalle Ja; b[ tel que f'(c) = 0.

1.2 Théoréme des accroissements finis

1.2.1 Théoréme des accroissements finis

Activité :
Soient a et b deux réels tels que l'on ait : @ < b et f une application de [a;b] dans R,
continue sur [a;b] et dérivable sur |a; b].

1. Soit ¢ 'application de [a;b] dans R définie par :

NI EE b)—f(a
Pour tout x appartenant a l'intervalle [a; b], p(x) = f(x) — %(ﬁ —a).
Vérifier que ¢ satisfait aux hypothéses du théoréme de Rolle.

En déduire qu'il existe un réel ¢ de |a;b| tel que l'on ait :

it _ i,

2. Donner une interprétation géométrique de ce résultat.

Théoréme 1.2.

Soient a et b deux réels tels que a < b et f : |a;b] — R une fonction d’une variable réelle
satisfaisant :

- [ est continue sur [a;b].

- [ est dérivable sur |a;bl.

Alors,il existe un réel ¢ appartenant a intervalle |a; b| tel que :

J'(e) = Lo,
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1.2. Théoréme des accroissements finis

Démonstration :

Considérons la fonction ¢ définie par :

plx) = L= (2 — a) + f(a) - f(x)

¢ est dérivable sur |a; b|.

Alors ¢’ = —f(bziﬁ(a) — f'(x)

e(a) =0 et p(b) =0, alors ¢ respecte le théoréme de Rolle.Donc, il existe un réel ¢
appartenant a |a; b[ tel que ¢'(c) = 0 c’est a dire que w — f'(e) = 0.

Dou f(c) = fO)=f(a)

b—a

1.2.2 Inégalité des accroissements finis

Activité :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /. Soient m et M deux réels tels que :
m < f(z) < M, pour tout réel z de I.
Soient a et b deux éléments de [ avec a < b.

En considérant les deux fonctions R et Q définies sur I par : R(x) = Mz — f(z) et
Q(x) = mx — f(x) :

1. Vérifier que R'(x) > 0 sur I et en déduire que R(x) est croissante sur I.

2. Vérifier que Q'(z) < 0 sur [ et en déduire que Q(x) est décroissante sur I.

3. En déduire que si a < b, alors : R(a) < R(b) et Q(a) > Q(b).

4. Conclure que Ma — f(a) < M(b) — f(b) et ma — f(a) > mb— f(b).

5. En déduire alors les inégalités : m(b —a) < f(b) — f(a) < M(b— a).
Théoréme 1.3.
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. S’il existe deux réels m et M tels que :
m < f'(x) < M pour tout réel x élément de I.

Alors pour tous réels aet b éléments de I avec a < b, on a :

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

Démonstration :

En effet, notons A la fonction définie sur un intervalle I par :

h(z) = Mz — f(z).

Alors h est dérivable et pour tout réel x élément de I,h'(x) = M — f'(x) et de
I'hypothése f/(x) < M, on déduit que h'(z) > 0.
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1.2. Théoréme des accroissements finis

Par conséquent, la fonction h est strictement croissante sur [ ; de a < b, on déduit
h(a) < h(b), c’est a dire Ma — f(a) < Mb— f(b).

Dot : f(b) — f(a) < M(b— a).

De maniére analogue, on obtient m(b—a) < f(b) — f(a) en utilisant la fonction R

définie sur I par R(z) = mx — f(x)

1.2.3 1Inégalité des accroissements finis avec valeur absolue

Théoréme 1.4.

Soit f une fonction dériwvable sur un intervalle I ; M un réel positif.

- Si | f'(x)] < M pour tout réel x élément de I, alors quels que soient les réels a et b
éléments de I, avec a < b,

on a :

1f(b) = fla)] < M(b—a).

Démonstration :

En effet ; Uhypothése |f'(z)| < M est équivalente & —M < f'(z) < M.
Nous déduisons, d’aprés le théoréme précédent que :

-pour a < b, —M(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a);

- Pour b < a,—M(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

D’ou le résultat énoncé.

Exemple 1.2.1.

Soit f la fonction numérique définie sur R par :
f(z) = sin(z).
1. Montrer que pour tous réels a et b, |sin(b) — sin(a)| < |b — al.

2. En déduire que pour tout réel z, |sin(z)| < |z|.

Solution :
f(w) = sin(z)
1. Montrons que pour tous réels a et b,

| sin(b) — sin(a)| < |b— al.
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1.2. Théoréme des accroissements finis

f étant une fonction trigonométrique, donc dérivable.
Alors, pour tout réel x, f'(z) = cos(x).
Or,| cos(z)| < 1 c’est a dire |f'(z)] < 1.
D’aprés le théoréme ci-dessus, |f(b) — f(a)| < M(b—a) (%),
avec f(b) =sin(b), f(a) = sin(a) et M = 1.
En remplagant f(b) et f(a) par leurs valeurs dans(x), on obtient :
| sin(b) — sin(a)| < |b — al.
2. Déduisons que pour tout réel z,|sin(z)| < |z|.

En prenant a = 0 et b = z, on obtient le résultat.

Exercice 1.2.1.
Soit f la fonction définie sur I'intervalle | — oo; 1[|J]1; +00[ par :
flz) =222,

1. Montrer que pour tout réel = dans [2;3], 1 < f/(z) < 1.

2. Déduisez-en un encadrement de f(x) — f(2) sur [2; 3], puis un encadrement de f(z)

par deux fonctions affines g et h sur [2;3].

Exercice 1.2.2.
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [—1; 00| par :
flz) =2V +1.
1. Calculer la fonction dérivée f'(x) et la dérivée seconde f”(x).

2. Démontrer que la fonction dérivée f’(z) est croissante sur [—1;+o0[, et en déduire

un encadrement de f’(z) sur I'intervalle [0; 3].

3. Soit z un réel de 'intervalle [0; 3].
- Appliquer l'inégalité des accroissements finis pour encadrerf(z) — f(0) par deux
fonctions affines.
- Appliquer a nouveau l'inégalité des accroissements finis pour encadrer f(3) — f(x),

puis en déduire un encadrement de f(z) par deux fonctions affines.
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1.3. Dérivée et sens de variation

1.3 Dérivée et sens de variation

1.3.1 Du signe de la dérivée au sens de variation

Activité :

. . . , . X 3z g1
Soit f la fonction rationnelle définie par : f(x) = e
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Justifier que f est une fonction dérivable sur son domaine de définition et

_ 3z(z+2)
f'(e) = Ty
3. Résoudre dans R I'équation f’(x) = 0 puis calculer f(0) et f(—2).
4. En déduire le signe de f’(z) sur chacun des intervalles | — oo; —2], [—2; 0] et [0; +00]
)

. Que représente le tableau ci-dessous pour la fonction f.

x —00 —2 -1 0 +00
1 + 0 0
—-1,3 +00 +00
f(z) /
—00 —00 —1

Théoréme 1.5.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

- Si ' est positive (ou strictement positif) sur I sauf éventuellement en un nombre fini
de point de I ou elle s’annule, alors f est croissante (ou strictement croissante) sur I.

- Si f" est négative(ou strictement négative) sur I, sauf en un nombre fini de point de I
ou elle s’annule, alors f est décroissante (ou strictement décroissante) sur I.

- Si ' est nulle sur I, alors [ est constante sur I.
Remarque 1.3.1. :

- Ce théoréme a été admis en premiére et admis également en terminale car assez délicat
( voir les comportements des exercices pour une épreuve basée sur des accroissements
finis).

- Lors d’une étude classique de fonction, 'obtention du tableau de variation s’obtient en
résolvant par exemple l'inéquation f/(x) > 0; la résolution de f'(x) = 0 est insuffisante
car elle ne fournit pas le signe de f'(x).

- Si f'(z) est strictement positive ( respectivement négative) a I’exception de point isolé
ou elle s’annule alors f est néanmoins toujours strictement croissante ( respectivement

décroissante).
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1.3. Dérivée et sens de variation

1.3.2 Du sens de variation au signe de la dérivée

Théoréme 1.6.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

- Si f est croissante sur I, alors, pour tout réel x élément de I, f'(x) > 0.
- Si f est décroissante sur I, alors, pour tout réel x élément de I,f'(x) < 0.

- Si f est constante sur I,alors pour tout réel x élément de I,f'(x) =0

Exemple 1.3.1. Soit f la fonction rationnelle définie par :

fla) = 25,

1. Quel est le domaine de définition de f?

2. Montrer que f'(x) = %

3. Etudier le signe de f/(z) et en déduire le sens de variation de f.

Solution :

1. Déterminons le domaine de définition de f :

f(z) est définie si et seulement si z —2 #0
si et seulement si x # 2.

Dy =] — 00; 2] |J[2; +0o0.

2. Montrons que f'(z) = %
f(z) = %; alors
U(z)
/ _ /

avec U(x) =222 —bx+4=U'(x)=4r—5S5et V(z)=2—-2=V'(z) =1
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1.3. Dérivée et sens de variation

Alors
) — (4z — 5)(x — 2) — (222 — 5 + 4)
f( ) (:L‘—Q)Q
B Ax? — 8 — b + 10 — 22° + bz — 4
a (x —2)?
22 -8z 46
- (z—2)p
_ 2(a* —4x +3)
a (z —2)?
_ 2(x = 3)(z—1)
(z —2)?

Donc, f'(z) = —2(1&?59)”;1)

3. Etudions le signe de f'(x) et déduisons le sens de variation de f.

f'(x) =0 si et seulement si
si et seulement si

si et seulement si
Tableau de signe

2z —=3)(x—1)=0
r—3=0oux—1=0

r=3oux=1

x —00 1 +oo
r—1 - 0 + +
x—3 — — +
f'(z) + - +

Pour tout réel z appartenant a Uintervalle | — oo; 1] J[3; +o0], f/(x) > 0 implique

que f(x) est strictement croissante.

Pour tout réel « appartenant a Uintervalle [1;2[|J]2; 3], f'(x) < 0 implique que f(x)

est strictement décroissante.

Exercice 1.3.1.

Dans chacun des cas suivants, étudier le signe de f’(x) et en déduire le sens de variation

de f(x)
L fla) = 200
2. f(z)=(x+1)vVa? -1
3. f(z) = —22% + 5z + 12
4 f(x) = (In(=)) = (1)
5. f(z) = (6% — 2)%
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1.4. Extremum local et point d’inflexion

6. f(z)=—22%—4z+3

7. f(z) =2z +1— (In(z))

8. fla) = 39”";;4”1 :

9. f(z) = 2% — (In(z)) + 2
10. e* —x —4

1.4 Extremum local et point d’inflexion

1.4.1 Extremum local

Activité :
On considére la fonction f définie sur R par :
f(z) =22% — 32? — 122 + 2
1. Dresser le tableau de signe de [f(z) — f(—1)]

2. Donner un intervalle ouvert contenant —1 sur lequel [f(z) — f(—1)] > 0, pour tout

réel x. Que peut-on dire de f(—1)7
3. Justifier que f est dérivable.
4. Calculer f'(z) et vérifier que f'(—1) =0

Définition 1.1.
Soit f la fonction définie sur un intervalle I et a un élément de I.
On dira que f(a) est un mazimum local ( respectivement un minimum local ), s’il existe

un intervalle ouvert I, tel que f(x) < f(a)(respectivement f(x) > f(a)).

Remarque 1.4.1. - On appelle extremum local, un maximum local (f(a) sur la figure
ci-dessous) ou un minimum local (f(b) sur la figure ci-dessous).
- Lorsque f(a) est un maximum local ( respectivement un minimum ) local, on dit aussi

que la fonction f a un maximum ( respectivement un minimum ) local en a.
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1.4. Extremum local et point d’inflexion

Graphique :

f( b)_3 -

FIGURE 1.1 —

Théoréme 1.7.

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle ouvert I et soit a un élément de
I.

- Si f admet un extrémum local en a alors f'(a) = 0.

- Si f' s’annule en a en changeant de signe, alors [ admet un extremum local en a.

- Si f(a) est un extrémum local,alors, la tangente a la courbe représentative de f est

horizontale au point de coordonnées(a; f(a)).

Démonstration :

f(b)—f(a)
b—a :

On sait que f'(a) = lim,_,
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1.4. Extremum local et point d’inflexion

- Supposons par exemple que f(a) soit un maximum local. Pour x dans voisinage de a,

on a donc f(z) < f(a).
f®)—f(a)

b—a

Par conséquent y est positif si z < a et négative si x > a.

La limite & gauche de ce taux d’accroissement est donc positif et la limite a droite est
négative.

la limite de f’(a) est donc positif et négative c’est a dire nulle.

- Supposons par exemple que dans un voisinage |a — €;a + €[ de a,f" soit positive sur

|la — €; a puis négative sur |a;a +¢[. Ainsi f est croissante puis décroissante et finalement

f(a) est un maximum local.

Remarque 1.4.2.

Il peut arriver que f'(a) = 0 sans que f(a) soit un extrémum. Par exemple, si f(x) = 23,

alors f'(0) = 0, et pourtant f(0) = 0 n’est pas un extrémum (voir la figure ci-dessous).

Remarque 1.4.3.

- Les extremums locaux sont donc & rechercher parmi les zéros de la dérivée.

- Btre un zéro de la dérivée ne suffit pas étre un extrémum local ( par exemple z* en 0).
- En pratique, on fera souvent un tableau de variation afin de faire apparaitre les extré-

mums locaux.

Exemple 1.4.1. On considére f la fonction numérique d’une variable réelle x définie

f(x) = ﬂ;_f;l
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Etudier les variations de f sur son domaine de définition. En déduire les extrémums

relatifs a la courbe représentative (C) de la fonction f.

Solution :
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1.4. Extremum local et point d’inflexion

-
A

1
M

FIGURE 1.2 —

1. Déterminons le domaine de définition de f.

f(z) est définie si et seulement si z+2#0
si et seulement si x # =2
Dy =] — o005 =2[U] — 2; 400

U(x)
V(z)

2. Etudions les variations de f sur son domaine de définition. f(z) = alors :

fiw) = |
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1.4. Extremum local et point d’inflexion

Avec U(x) =a2*+2—-1=U'(z) =2z +1
et Vizg)=2+2=V'(z)=1.

Alors :
20+ 1)(x+2) — (22 +2 -1
Py = CrEETY) )
(x+2)
2P+ 42— —a+1
B (x+2)?
P44 +3
(x+2)?
(x+3)(z+1)
o (z+2p
Doncf’(x):%
Signe de f'(x)
f'(x) =0 siet seulement si (x+3)(z+1)=0
si et seulement si (z+3)=0ou (z+1)=0

si et seulement si r=-3ouzx=-1
TABLEAU DE VARIATION

x —00 -3 -2 -1 +00
I + 0 — - 0 +
) ~+00 +00
f(x) /! N\ N\ /
—00 —00 1

- Pour tout réel x appartenant a l'intervalle | — oo; —3] | J[—1; +00[, f'(z) > 0, alors
f est strictement croissante.

- Pour tout réel x appartenant a Uintervalle [—3; —2[J] — 2; —1],f'(x) < 0 alors f
est strictement décroissante.

D’aprés I'étude ci-dessus, f/(z) s’annule en changeant de signe au point z = —3 et
x = —1. Par conséquent, le point A(—3; —5) est le maximum a la courbe représen-
tative (Cf) et le point B(—1;1) est le minimum & la courbe représentative (Cy) de

la fonction f.
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1.4. Extremum local et point d’inflexion

1.4.2 Point d’inflexion

Définition 1.2.
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et a un élément de I. On dira
que le point de coordonnées (a; f(a)) est un point d’inflexion de la courbe représentative

de f si cette courbe change de concavité en ce point.

Théoréme 1.8.

Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur un intervalle I ( c’est a dire f et f'
sont dérivables sur I), et a un élément de I.

On dit que le point de coordonnées (a; f(a) est un point d’inflexion de la courbe représen-

tative de f si f"” s’annule en a en changeant de signe.

Exemple 1.4.2.
Soit f la fonction numérique définie sur R par :
f@) = (~a? +2)
1. Déterminer le point d’inflexion de la courbe représentative de la fonction f.

Solution :
f(x) = (=2* +2)
Dy =] — o005 +00]

1. Déterminons le point d’inflexion de la courbe représentative de la fonction f.
f étant une fonction polynéome donc dérivable et sa fonction dérivée est dérivable.

Donc, pour tout réel x appartenant a R, on a :

fl(x) = 2(—2x)(—2*+2)

= —da(—2®+2)
() = —4(—2*+2)— 22(—4x)
= 42* — 8+ 822
= 122° -8
= 4(32* - 2)
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1.4. Extremum local et point d’inflexion

Signe de f"(z)

f"(x) =0 siet seulement si 4(3z% —2) =
si et seulement si 322 —-2=0
si et seulement si a? =2
si et seulement si x = %6 oux = \/?6
TABLEAU DE SIGNE DE f”(z)
x —00 %é \/Té +00
3z 4+ V6 — 0 + +
37 — /6 — — 0 +
f(x) + - +

L’étude ci-dessus montre que f”(x) s’annule en changeant de signe aux points

_ =6 _ V6
T = — et v = 3

Donc les points A(—\/Té; 3) et B(‘/Té; ) sont les points d’inflexion & la courbe re-

présentative de la fonction f.

Exercice 1.4.1.

Déterminer les extrémums et les points d’inflexion de la fonction f dans chacun des cas

suivants :
1. f(x) =23z +1
x2 X—
2. flx) = =55+
3. flx) =223 —32% — 122 + 2
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'3l Chapitre Deux‘ * *x

Reconnaitre une bijection a 1’aide de la

dérivée
- ]

Objectif pédagogique général :

Renforcer la capacité de 1’éléve a sur les bijections.

Objectifs pédagogiques spécifiques :

1. Utiliser la monotonie pour déduire la bijection.
2. Utiliser le sens de variation de la bijection pour déduire le sens de variation de la
bijection réciproque.
Pré-requis :
Etre apte a 1’étude de la monotonie.
Activité :
on considére la fonction numérique f d’une variable réelle définie sur R par :
fla)=(z+2)*-3
1. Calculer f'(z) et étudier son signe.
2. En déduire le tableau de variation de f.
3. Montrer que f~!(x) = y/x+3 — 2 pour tout réel x appartenant a l'intervalle
[—3; 400
4. En déduire que f~(z) = —v/x + 3 — 2 pour tout réel x appartenant a l'intervalle
] — o005 —3].

5. Que peut-on dire de f et f~! pour tout réel z appartenant a R.
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Théoréme 2.1.
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle |a; b].
- Si pour tout réel x appartenant a l'intervalle |a; b[, f'(x) > 0, (respectivement f'(x) <

0), alors f définie une bijection de lintervalle [a;b] sur lintervalle image [f(a); f(b)],
(respectivement [f(b); f(a)]).

- Si pour tout réel x appartenant & Uintervalle la;b], f'(z) > 0 ou f' s’annule en un
nombre fini de réel, alors f est bijective.
- La bijection réciproque f=' de f est définie sur lintervalle image et a le méme sens de

variation que f sur cet intervalle.

Exemple 2.0.3.

Soit f la fonction numérique définie sur R par :
flz)=vz2+5+1

1. Etudier la parité de f.

2. Etudier les variations de f sur un intervalle [2;7].

3. La fonction est-elle bijective dans [2;7]7 Justifier et déterminer sa bijection réci-

proque f~! sur cet intervalle.

4. En déduire le sens de variation de f~!.

Solution :

1. Etudions la parité de f.

Pour tout x appartenant & Dy, —x appartient a Dy et

f(=z) = /(—x)?2+5+1
= V24541
= f(z)

Donc f(x) = f(—x), d’ou f est paire.

2. Etudions les variations de f sur Iintervalle [2;7].

f étant une fonction racine carrée donc dérivable sur [2;7].

xT

Pour tout réel x appartenant a [2;7], f'(z) = W
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Signe de f'(z)

f'(x) =0 sietseulement si = =0
Or 0 n’appartient & [2;7].

Donc pour réel x appartenant a [2;7], f'(x) >0
TABLEAU DE VARIATION

x 2 7
f'(z) +
/! 3v6 + 1
f(z) | 4

3. L’étude ci-dessus montre que la fonction f est dérivable et strictement monotone
sur l'intervalle [2; 7], donc réalise une bijection de [2;7] sur [4;3v/6 + 1].
Alors, pour tout réel z appartenant a I'intervalle [4; 3v/6+1], f~'(z) = \/(z — 1)2 =5

4. Déduisons le sens de variation de f~!(x).
D’aprés le théoréme ci-dessus, f et f~! ont le méme sens de variation.

Donc, pour tout réel 2 dans [4;3v/6 + 1], f~'(z) est strictement croissante.

Exercice 2.0.2.
Dans chacun des cas suivants, démontrer que la fonction f est une bijection de I'intervalle

I donné sur un intervalle J & déterminer.

1. f(z) = = + sin(z) I =[-m;n]

2. flx)=—2*+ 3z —2 I=1;3]

3. f(x) = 3fie=s I =[5 —2]
4. f(x) =+va?—5x+4 I:[B,%]
5. flz) = I=1[33

6. f(z) = cos(x) I=10;%]
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'3l Chapitre Trois‘ * *x

Application a 'existence de solution

des équations du type f(x) =0

Objectif pédagogique général :

Ce cours vise a initier 1’éleve sur l'existence de certaines solution des équations a l'aide
de la dérivée.

Objectifs pédagogiques spécifiques :

A la fin de ce cours, I'éléve doit étre capable de :
- d’utiliser la dérivée pour prouver ’existence et I'unicité de certaines racines de 1’équation.
Pré-requis :
- Etre apte a I'étude de la monotonie ;
Activité :
Soient f et g deux fonctions numériques d’une variable réelle définies respectivement par :
f(x) =22 — 2+ bx — 1 et g(x) = —2a* + 22° + 22 — 6.
1. Montrer que 'équation f(z) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle [—5; 5].

2. Montrer que I’équation g(z) = —5 a au moins une solution dans 'intervalle [—1; 3],
puis en subdivisant 'intervalle [—1; 3] en plusieurs sous intervalles, localiser toutes

les solutions.

Théoréme 3.1.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |a; b|.

Si pour tout réel x appartenant a lintervalle Ja;b[, f'(x) >0 (ou f'(z) <0), et si f(a) et
f(b) sont de signes contraires, alors l’équation f(x) =0 admet une solution et une seule

dans Uintervalle ]a; b|.
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Exemple 3.0.4. Soit f la fonction définie sur R par :
f(x) =a% -3z — 1.

- Montrer que 'équation f(x) = o, admet une solution une seule dans l'intervalle | — 2; 2].

Solution :
- Montrons que l'équation f(z) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle | — 2;2].
f étant une fonction polynéme, donc dérivable sur R.
Pour tout réel x, f'(x) = 3(2* — 1).
Signe de f'(z).

fi(x) =0

si et seulement si
si et seulement si

si et seulement si

3(302—1):0
3(z—1)(z+1)=0
r—1=0oux+1=0

si et seulement si r=1loux=-1
D’ou le tableau de variation suivant.
T —00 —1 1 +00
1 + 0 — 0 +
1 +00
f(z) a N a
—00 -3

L’étude ci-dessus montre que f est dérivable et strictement monotone sur | — 2; 2[. De
plus f(—2) = =3 et f(2) = 1.
On remarque que f(—2) et f(2) sont de signes contraires, alors 'équation f(x) = 0 admet
une solution et une seule dans | — 2;2].
Remarque :

f est une bijection de |-2;2[ sur |-3;1].

Exercice 3.0.3.
On considére la fonction numérique d’une variable réelle définie sur [-5;5] par :
flz)=—a2?+3z+1

1. Etudier les variations de f sur [-5;5].

2. Justifier que I'équation f(z) = 0 admet :
- une solution unique dans 'intervalle [—5; —1]

- une solution unique dans U'intervalle [—2; 5]
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- une solution unique dans l'intervalle [—4; 3]

- une solution unique dans U'intervalle [—1; 1]

3. f admet-elle une unique solution dans I'intervalle [—1; 3]

Exercice 3.0.4.
Soit f la fonction numérique définie sur R par :
fl@)=32* —2® — 12> + 30+ 3

1. Calculer f'(z)

2. Dresser le tableau de variation de f

3. Démontrer que 'équation f(z) = 0 admet une solution et une seule z, appartenant

a l'intervalle |1; 3[ et une solution unique solution z; dans l'intervalle |3 ;4].

Exercice 3.0.5.

Soit f la fonction définie sur Jo; 00| par :
f(z) = =tiio
1. Etudier le sens de variation de f sur son domaine de définition.

2. Montrer que f réalise une bijection réciproque f~! de Jo; +oo| sur un intervalle que

I’on déterminera.
3. En déduire le sens de variation de f~!.
4. Démontrer que 'équation f(x) = 0 admet une solution et une seule dans l'intervalle
31
Exercice 3.0.6.

On considére la fonction f définie sur R par :
fl@) =1 —a)e” — 3.
1. Démontrer en étudiant les variations de f que Iéquation f(z) = 0 admet une
solution unique S et 0o < 5 <0.5
2. Soit h la fonction définie sur [0; 3] par :

h(z) =1-— %em. Démontrer que 3 est 'unique solution de I’équation h(x) = x.

Exercice 3.0.7.

On considére la fonction f définie sur R par :
f(z) = ze®.
1. Justifier que f est dérivable sur R et déterminer sa fonction dérivée f'.

2. Etudier les variations de f.
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3. Montrer que I'équation f(z) = —1 n’admet aucune solution dans I'intervalle[0; -+oo]

et qu’elle admette une unique solution dans l'intervalle | — oco; 0].
4. On désigne par « cette solution. Montrer que —0.36 < a < —0.35

5. Montrer de méme que I'équation f(z) = —1 n’admet aucune solution dans l'inter-
valle [0; +o0f, et qu’elle admette une solution et une seule notée 3, dans l'intervalle
| — 00;0], et B vérifiant :

057 < B < —056.

Exercice 3.0.8.
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0; 5] par :
f(z) = cos(z) — zsin(x)
1. Montrer que f réalise une bijection de [0; ] sur un intervalle que l'on déterminera.

2. En déduire que I'équation f(r) = 0 admette une solution unique o« dans [0; 7].
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R Chapitre Quatre‘ koA

Calcul approché

Objectif pédagogique général :

- Renforcer la capacité de ’éléve a faire des meilleurs approximations;
- Familiariser 1’éléve avec les différentes positions de la tangente.

Objectifs pédagogiques spécifiques :

A Tissue de ce cours, 1’éléve doit étre capable de :
1. déterminer une bonne approximation affine ;

2. déterminer ’équation de la tangente a une courbe.
Pré-requis :

Etre apte au calcul de la dérivée.

4.0.3 Approximation affine d’une fonction

Activité :

Soit f la fonction définie par f(x) = —2*+6x.(C}) est sa courbe représentative, M le
point de (Cy) d’abscisse 1 et (1) la tangente en M. Pour tout nombre réel h, on désigne
par M et N les points d’abscisse 1 4+ h appartenant respectivement a (Cy) et a (7).

- Yy et Yy désignant les ordonnées respectives des points M et N, vérifier que : Yy, =
f(I+h)et Yy =f(1)+hf(1).

- Compléter le tableau suivant :

h 1 0,5 0,1 0,01 0,0001
Yu
Yy

On constate sur la figure ci-dessous que f(1) + hf’(1) est une bonne approximation

de f(h + 1), lorsque h est "proche de zéro".
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Donc la fonction affine g : z — f(1) + (x — 1) f'(1) permet d’obtenir une bonne approxi-
mation de f(z).
Graphique :

o (7)

N
8 - :M
o [
f() |.... :
: (C)
41 :
-6 -4 12+ I 4 8 1
FIGURE 4.1 —
Activité :

On considére la fonction numérique d’une variable réelle définie par :
flz) =2t
1. Déterminer une fonction affine g et une fonction ¢ de limite 0 en 0, tels que pour

tout réel h, on a :
f(L+h) =g(h)+ he(h)
2. Que dire de 1 + 4h a 7h? prés pour |h| < 1071

Définition 4.1.

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un élément de I.
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- St f dérivable en a, alors, pour tout réel h tel que a + h appartient a I, on a :

fla+h)= f(a)+ hf'(a) + he(h), ot ¢ est une fonction telle que }llir% e(h) =0
—

Interprétation numérique :

Cette définition permet de déterminer une bonne approximation de f(a+ h),lorsque f’(a)
est non nul.

En effet, pour tout réel h tel que a+h appartient a I, ona: f(a+h) = f(a)+hf'(a)+he(h).
Lorsque h est suffisamment proche de zéro", p(h) est "négligeable devant f’(a)".

On a alors : f(a+h) ~ f(a) + hf'(a); c’est a dire :

f(z) ~ f(a) + (x — a) f'(a), pour x "proche de a".

Nous admettons que la fonction x — f(a) + (z — a) f'(a) est la meilleure approximation

de la fonction f par une fonction affine, lorsque x est "proche de a".

Exercice 4.0.9.
Dans chacun des cas suivants, trouver une fonction affine qui permet d’approcher f(a+h)

pour h voisin de zéro.

L. f(z)=222+1 a=2
2. f(x) = 75 a=1
3. f(x)=V1+=x a=1
4. f(x) = cos(z) a=73%
5. f(ff):\/%; a=?2

4.0.4 Equation de la tangente

Définition 4.2.

soit f une fonction définie sur un intervalle I, a un réel de I. Si f est dérivable en a,
alors la représentation graphique (Cy) de la fonction f dans un repére (O, ?, 7) admet
une tangente a (Cy) au point A(a, f(a)) d’équation :

(T) -y = f'(a)(z — a) + f(a).

ot f'(a) est le coefficient directeur de cette tangente.

Remarque 4.0.4.

1. Si la fonction f n’est pas dérivable en a et si :
lim —f(x) —fla) = 400 ou lim —f(x) — fla)
T—a”> Tr—a T—a> T —a
de la fonction f admet au point A(a, f(a)), une tangente verticale d’équation x = a.

= —oo alors, la courbe représentative
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2. Si la fonction f est continue et n’est pas dérivable en a et si :
L f@ =g, @)~ )
r—a> Tr— a rz—a< Tr—a
de f admet au point A(a, f(a)) deux tangentes I'une a gauche et I'autre a droite.

= 4-000u — 00, alors la courbe représentative

Le point A(a, f(a)) est alors le point anguleux & la courbe représentative de la

fonction f.

Exemple 4.0.5.

Soit f la fonction rationnelle définie par :

flo) =225

1. Quel est le domaine de définition de f 7

2. Déterminer une équation de la tangente a la courbe (C) représentative de la fonction

f au point a =0

Solution :
fla) =24
. . f(z) est définie si et seulement si . —2#0
1. Domaine de définition de f.
si et seulement si x # 2

Dy =] — 003 2[J]2; +o0]
2. Déterminons I’équation de la tangente a la courbe (Cf) au point a = 0.

(1) :y = f(a)(x = a) + f(a). Or :

2z —2) — (22 +2)

Fa) = A
2z —4-2x-—2
N (z —2)?
B 6
ICEPE
Donc f'(z) = —ﬁ

Alors, f/(0) = —3 et f(0) = —3
) A . _ 3
Dot (T):y = —52 —
Exercice 4.0.10.
Répondre par "vrai" ou "faux"

Soit f une fonction définie et dérivable sur R telle que f(1) = 1 et f'(1) = 2. T est la

tangente au point d’abscisse 1.

1. T passe par le point A(1,1).
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2. T passe par le point A(1,2).
3. Le coefficient directeur de 7T est 1.

4. Le coeflicient directeur de T est 2

Exercice 4.0.11.

1. Démontrer que les courbes représentative des fonction f et g définies respectivement
par :

f(z) = —z*+ 3 et g(z) = 2 ont une tangente commune (7') d’équation y = = + 2

2. Etudier la position de chacune de ces courbes par rapport a (T).

Exercice 4.0.12.

Soit f la fonction rationnelle définie par :
. —
flz) = =2 et (C}) sa courbe représentative dans le repére orthonormée (0, i

—
(z—1)2 J

).

1. Trouver le point de (Cf) ot la tangente est paralléle & la droite d’équation y = z+4

I

2. Donner une équation de cette tangente.

Exercice 4.0.13.
On considére la fonction ¢ définie sur R\ {—1} par :

_ z2-3z+1
¢(z) = =37

1. Donner une équation de la tangente a la courbe (Cy) représentant ¢ au point d’abs-

cisse 1.
2. Existe-t-il des tangentes a la courbe (Cy) dont le coefficient directeur est —47

3. Existe-t-il des tangentes a la courbe (Cp) qui sont paralléle a droite d’équation

3r—2y+17

Exercice 4.0.14.
On considére la fonction f de R vers R définie par :
flx)=(1—-2)v1— 2%
1. Justifier que f est définie sur [—1;1] et étudier la dérivabilité de f sur [—1;1].
On désigne par (Cf) la représentation graphique de f dans le plan muni du repére

-
0; ¢

orthonormé ( P )

2. Préciser les tangentes (éventuellement la tangente a gauche et la tangente a droite)

aux points d’abscisses :—1;1 ;—%,0.
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'3l Chapitre Cinq‘ * x

Dérivée d’ordre supérieur

Activité
Soit f la fonction numérique d’une variable réelle définie sur R\ {—2} par :
f@) =75

1. Déterminer la fonction dérivée f’ de f sur son domaine de définition

2. Montrer que la fonction f’ est dérivable et déterminer la fonction dérivée f” de f

sur son domaine de définition.

3. En déduire la fonction dérivée f©) de f® sur son domaine de définition.

Définition 5.1.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle de I. Sa fonction dérivée f' est appelée
fonction dérivée premiére (ou dérivée d’ordre 1). On la note f).

Lorsque f' est dérivable sur I, sa fonction dérivée est notée f" ou f® et est appelée
fonction dérivée seconde (ou d’ordre 2) de f.

Par itération de ce procédé, pour tout entier n > 2, on définit la fonction dérivée (n)™°
(ou d’ordre n) de la fonction f comme la dérivée d’ordre n — 1.

= fY et pour tout entier naturel n > 2, f* = (f*1Y.

Exercice 5.0.15.
Dans chacun des cas suivants, donner les trois premiéres dérivées de la fonction f définie

ci-dessous.
L. f(x)=Va?2—z+3
2. f(x)= %

T
3. 341
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4. 225 — 723+ 522 —3x + 1

Exercice 5.0.16.
Soit f la fonction définie sur R par :
f(z) = cos(3z + 1)

1. Déterminer f', f”, et f©

2. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 1, Vx appartenant R,

f(z) =3 cos(3z + 1 + =),

Exercice 5.0.17.
Soit f la fonction définie sur R\ {—2} par :

flz) = 39024-5'

1. Déterminer les fonctions f’,f”, f®)

2. Conjecturer une formule donnant la fonction f™

3. Démontrer cette formule & I'aide d’un raisonnement par récurrence.

Exercice 5.0.18.
On considére la fonction définie sur R\ {—1;1} par :

fl) = 2252

1. Trouver a, b, ¢, et, d tels que pour tout réel x de R\ {—1;1},

fla) =+

2. Calculer les dérivées d’ordre n, U™, V(™ des fonctions

Ur) =22 et V(z) = 24

x—1

3. En déduire la dérivée d’ordre n de f.
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* x ‘ Chapitre Six Y

Application de la dérivée a la résolution

de I'intégrale(Intégration Par Partie)

Introduction

Le calcul de I'intégrale d’une fonction continue f entre a et b se réduit généralement a la
recherche d’une primitive ' de f sur 'intervalle [a;b] et au calcul de F(b) — F'(a).

Dans la plupart des cas, ce calcul utilise des transformations d’écritures dont 1'une des
notions est 'intégrale par partie.Cette partie du cours serait dispensée aux éléves de la

terminale aprés avoir abordé le cours sur le calcul d’intégrale.

Définition 6.1.
Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I. On sait que la fonction f X g
est dérivable et que (f x g)' = f'g+ g f. En plus,si les fonctions f' et g’ sont continues

sur I, alors fg' et f'g sont continues sur I.

On a:
S % g)(@)da = [P(f x g)(@)da + [P(f x ¢)(x)da.
Done : [* f(x) x ¢/(2)dx = [f(z) x g(x)]2 — [2(f' x g)(x)dx.

Théoréme 6.1.
Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle [a;b] et soient f' et ¢' leurs

fonctions dérivées respectives sur [a;b] : alors, on a :

L (f(@) x g'(@)dz = [f(x) x g(@)];, = [7(f'(x) x g(a))da.
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Démonstration

On sait que la fonction x — f(x) X g(x) est une primitive de la fonction z — f'(x) X
g(x) + f(z) x ¢'(x) sur l'intervalle [a; b].

On a donc :

L) x gla) + (@) x g'(@)dx = [f(2) x g(a)]}

Par suite, [*(f/(x)g(@))dz + [*(f(@) x g'(x))dz = [F(z) x g(a)]!

Dot : [(f'(x) x gx))dz = [f(z) x g(2))} — [}(f(x) x g'(x))dz (1).

Remarque 6.0.5. :

- On dit que lon fait une intégration par partie lorsque, pour calculer f:(f’(zz)g($))d$,
on applique (1) et on recherche une primitive de la fonction x — f(x) x ¢’(x) au lieu de
calculer directement une primitive de la fonction z +— f'(x) x g(x).

- Cette méthode est profitable lorsque les primitives de la fonction x — f(z) X ¢’(x) sont

plus faciles & trouver que celle de la fonction z — f'(x) x g(x).

Exemple 6.0.6.
Calculer les intégrales suivantes :
1. U = [ (zcos(x))dx
2. V= [((zIn(z))dx
3. H= fol((2:c+ 5)e*)dx
4. K = [ (sin(z)e”)dx.

Solution :
Calculons les intégrales suivantes :
1. U= fo%(xcos(x)dx
Posons :
f@) =2 = flz) =1
et
g'(x) = cos(z) = g(z) = sin(x).

f'(z) et g'(x) sont continues sur [0; F].
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Alors :

— x4 feos(a)]
= (%x\/ﬁ)—k?—l
V2

Donc : U = (X +1)—1

V= [Han(z))dz

Posons :

f(z) =In(z) = f'(x) = %

et

¢(@) = 2 = g(z) = 1?

f'(x) et ¢'(x) sont continues sur [1;2].

Alors :

1 1
= [51’2 X ID(I')]% — § )
1 1.1
3
= 2In(2) — -
n(2) -
Donc : V =2In(2) — 3
. H = [}((2z +5)e")dw
Posons :
f(x)=22+5= f(r) =2
et

J(x) = = gla) = ¢
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f'(x) et ¢'(x) sont continues sur [0; 1].

Alors :

Donc :H = 5¢% — 3.

4. K = fo sm

Posons :

) x e*dx

[f(z) x g(2)]3

2r+5

( ) X
(2z +5) x
)
5e? — 3)

f(x) =sin(z) = f(x) = — cos(z)

et

gla) =e" = g'(z) =€

f'(z) et ¢'(x) sont continues sur [0; 7]

Alors :

Donc :K = 1(e™ +1)

[
[
(9e? — 5) — 2 +2
(

- / (f'(a) x g(a))dz

2
2 — / e*dx
0

e)lo — 2[e”lo
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Exercice 6.0.19.

Utiliser une intégration par parties pour calculer :
1. A= fog(x sin(x))dx
2. B= fol z+/(x 4+ 1)da
3. C= ff In(x)dx
4. D = f03(3[£ —4)e*dx

Exercice 6.0.20.

Utiliser deux intégrales par partie pour calculer :
1. E= ff r?e®dx
2. F= folxmmv
3. G= fog(ac2 sin(z))dx
4. H = fol 221 — xdx
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